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Vorbericht. 


De Nutzen, welchen der Ingenieur und BWetillerift 
von der Differenzial⸗ und Integral⸗ Rechnung ſich 
verſprechen kann, iſt von ſo vielen einſichtsvollen 
Männern auf eine fo überzeugende Art dargethan wor⸗ 
den, daß dieſe Wiſſenſchaften nur von denjenigen 
verachtet werden konnen, welche den feierlichen Eid 
abgelegt haben, unter der Fahne der Unwiſſenheit und 
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der Worurtheile, zu leben und in ſterben. Da die 
Wahrheit bid Herrn ſo wenig überzeugen kann, als 
die Wellen des Meers den Felſen erfbüttern, den fie 
von allen Seiten umgeben; fo bin ich durch diefe unz 
bezwingbare Beharrlichkeit der Mühe überhoben, den. 
ausgebreiteten Nutzen jener Wiſſenſchaften hier noch 
einmal zu wiederhohlen und id) darf alfo in dieſem 
Vorbericht nur die Gründe anführen, welche mich 
bewogen haben, diefe Bogen bekannt zu machen. 
Deutſchland hat keine Anleitung zur Differenzial⸗ und 
Integral⸗ Rechnung aufzuweisen, welche zum Ge⸗ 
brauch des Ingenieurs und Artilleriſten verfaßt ift und 
diejenige Anleitungen, welche wir befisen, find grö⸗ 
ſtentheils auf Begriffe gebauet, welche den Anfaͤnger 
in Schwierigkeiten verwicklen, aus welchen er ſich grö- 
ſtentheils nicht herauszuhelfen 1040 : ich verſtehe nem⸗ 
: lich darunter die Begriffe von den unendlich kleinen 

Griffen. | 
| Da 


Vorbericht. 
Da mir vor einigen Sateen det Cure ide mathe- 
matiques à l'ufage du Corps royal d' Artillerie par NM. 
Bézout zu Geſichte kam; fo. hoffte ich darin, jene 
Schwierigkeiten vermieden zu ſehen. Meine Erwar⸗ 
tung wurde aber geräufcher und ich faßte daher den 
Entſchluß über dieſe Materie ſelbſt nachzudenken, = 
einen Verſuch zu machen, ob man die Differenzial⸗ 
Rechnung nicht vortragen konnte, ohne die Begriffe 
von unendlich Seine Groͤſſen mit einzumiſchen. Ich 
wage es, dieſen Verſuch hiemit dem Urtheil der Ken⸗ 
ner vorzulegen und gebe noch kurzlich von der Ordnung 
Nechenſchaft, in welcher die Materien abgehandelt 


worden ſind. 


Gleich anfaͤnglich beweiſe ich die Allgemeinheit 
des binomichen Lehrſazes, ſowohl für ganze, als 
gebrochene, ſowohl für poſitive, als negative Expo⸗ 
nenten. 


è 3 Hier⸗ 
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Hierauf folgt die Abhandlung der Differenzial⸗ 
Rechnung ſelbſt. Zuerſt die Functionen dieſer Art, 
Dr, U rg u. ſ. w. Die Groͤſſen, um welche 
die veraͤnderliche Griffen U, v, y wachſen, bezeichne ich 
durch AU, Ax, Ay, wo der Buchſtabe A nicht die Stelle 
eines Factors vertritt, ſondern ein bloſſes Zeichen iſt, 
wie Jog. x oder Vx wf w. Dieſe Griffen pflegt 


man die Differenzen von U, x, y zu nennen. 


AU n x 
Ax A 


Es erhellet leicht, daß u. f. w. 


wuͤrklichen Griffen gleich find. Wenn nun AU —o, 
Ax— 0, A oz; fo ſetzet man ſtatt des Buchſtaben A 
den Buchſtaben 4, fo daß A o dl, A o 
Ax, Ay==o==dy und gibt durch dieſes Zeichen d zu verz 
ſtehen, daß die Differenzen AD, Ax u. f. w. der Null 
gleich geſetzet worden ſind. Es iſt alſo auch hier 4 
kein Factor, ſondern ein bloßes Zeichen. So oft mit⸗ 
hin dU, dx, dy u. f. w. vorkommen; fo bedeuten diefe 


Aus⸗ 
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Ausdrucke, Null. Nun ift man aber uͤbereingekom⸗ 
dU 


dx” 


en 
men, ſolche Ausdruͤcke, wie e u. ſ. w. obgleich 


ſie auch nichts weiter als Null ſind, als Zeichen an⸗ 
zunehmen, wodurch das Daſeyn gewiſſer Groffen 
; dU ` : 

angedeutet wird. Der Ausdruck & zeigt alfo Eeiz 

nesiveges . — an, ſondern man will damit fo viel faz 
o 

gen, daß x mit einer gewiſſen Gröffe, welche man 
: dU e beer: 

durch das Zeichen A, anzeigt „ multiplizirt worden fey. 

; 3 e 
Hingegen ift der Ausdruck dx, weiter nichts, als 
Null. 


Die Griffen AU, Ax u. f. w. find eines weitern 
Wachsthums faͤhig. Man pflegt die Groͤſſen, um 
welche dieſelbe wachſen, durch , Ax, , M 


u. ſ. w. zu bezeichnen und ſucht aus der gegebenen 


PU 
A U. L fo. 
N 


RAMIS. à 
Function den Werth von A und 


E : Ge 
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Setzt man nun Ar o — dx, AU=o—dU; fy 


wird auch PU= 0o =U; Z4 x-—o-dw tW f. w. 
Dadurch koͤmmt man alſo wieder auf gewiſſe Griffen, 
welche neue Zeichen erfodern; wozu man diefe getwählet 
en U 
hat : namlich —, Ex u. f. w. 
Auf dieſen Betrachtungen beruhet die Differenzio⸗ 
Differenzial Rechnung. 


Die Lehre von den Differenzialien der Sinus, 


Coſinus, Tangenten u. ſ. w. beruhet darauf, daß 


` 
wo s den Bogen, x die Abſeiſſe unb „die Ordinate 


dm Kreiß bezeichnet. 
Die Lehre von den logarithmiſchen Differenzialien 
baue ich auf tui bekannten Satz, daß die Subtan⸗ 
pia in der logarithmischen finie eine beftändige 
Griffe fev. 
Die 
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Die Anwendung der Differenzial⸗Rechnung zeige 
ich zuerſt bei Aufſuchung der Subtangenten, Sub⸗ 
normallinien und dann bei der wichtigen Lehre von 
dem größten oder kleinſten Werthe einer Function. 
Den Halbmeſſer der Krümmung beftimme ich nur für 
ſenkrechte Coordinaten und concave Linien, weil eine 
groͤßere Weitlaͤuftigkeit meiner Abſicht entgegen ift. 
Ich finde noͤthig, hier beizufügen, daß ich bei Leſung 
dieſer Abhandlung nur niedere Geometrie und die Lehre 
von den Kegel- Schnitten als bekannt vorausſetze. 
Sonſt wuͤrde ich mehr Gelegenheit gehabt haben, den 
Nutzen der Differenzial- und Integral- Rechnung in 
Aufgaben zu zeigen, welche dem Ingenieur und Artille⸗ 


riſten nichts anders, als intereſſant ſeyn koͤnnen. 


Die Integral-Rechnung ift, auſſer einigen noth- 
wendigen Veraͤnderungen, beinahe ganz ſo geblieben, 
wie Herr Bezout ſie geliefert hat. Alle diefe Veranz 
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derungen anzuzeigen, halte ich für überflüßig. Die 
beteächtlichfte ift mit der Lehre von den hyperboliſchen 
Shiri wen vorgenommen worden. Die Reihen, auf 
welche man bei dieſen Unterſuchungen koͤmmt, führen 
mich auf die Methode, wie Erponenzial- Griffen diffe⸗ 
renzürt werden muͤſſen, die ich dann auch, nach der 
Lehre von den hyperboliſchen Logarithmen, auf eine 
neue und wie ich hoffe, vollkommen überzeugende Art 


vorgetragen habe. 
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Der Binomiſche Lehrſaz. 
. i—Ód 


S Age 

Won — Cab) nad) und nad) in bie zweite, dritte, 
vierte u. f. w. Dignitaͤt erhebt; fo erhält man: ` 
(44-2)! 2 a - rb 
(a+b)? = ra ＋ ab + iP 
(a+b)3 = 143 t gah +346? +1? 
(a+b) * raty 449b + C + gab? kat 
(a+b)5= 15 + 5a*b. + 2007? + 104^ D sabt + 205 
und fo weiter. 

8 Sog. 

Aus dieſer Tabelle erhellet folgendes Geſetz der Expos. 
nenten: 

v. Maſſenbachs Diff. R. A 94 
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„a hat im erſten Glied der Potenz mit der Potenz ſelbſt ei- 
„nen Exponenten, und fein Exponent wird in jedem Gliede 
„ um z vermindert, bis er im lezten Gliede — o wird, weil 
„42 -— i. Der Exponent von 4 aber iff im erſten Gliede 
„Do, im zweeten — z, und waͤchſt in jedem Gliede um 
„ Z, bis er im lezten dem Exponenten der Potenz gleich wird. 
Iſt alſo uͤberhaupt m der Exponent einer Potenz, m aber cine 
ganze, poſitive Zahl; fo find die Potenzen von a folgende: 
„„ ER Ze ee WaEbsaf xu dE Ts v 
$. 3. 

Eben fo leicht fallt‘ aber das Gefez, nach welchem bie 
Coeffizienten fid) richten, nicht in die Augen. Den Coeffizi⸗ 
enten des zweiten Gliedes einer Potenz wollen wir den erſten; 
den Coeffizienten des dritten Gliedes, den zweiten; den Coeffi⸗ 
zienten des vierten Gliedes, den dritten Coeffizienten u. ſ. w. 
nennen. Bei einiger Aufmerkſamkeit entdekt man folgende 
Geſetze: i i 

I. Der erſte Coefftzient einer jeden Potenz ift dem 
Exponenten der Potenz gleich. a Gate, 

So ift der erſte Coeffizient der zweiten Potenz, — 2; der erſte 
Coeffizient der vierten Potenz, — 45 und überhaupt der erſte 
Coeffizient der mten Potenz, m, wofern m eine ganze, 
poſitive Zahl iſt. 

II. Erhellet aus obiger Tabelle, daß, zum Beyſpiel, bei der 
dritten Potenz, der zweite Coeffizient der Summe des 
zweiten und erſten Coeffizienten der zweiten Potenz, und 
bei der vierten Potenz, der zweite Coeffizient der Sum- 
me des zweiten und erſten Coeffizienten der dritten Potenz 
gleich ſey. Ueberhaupt wird man immer folgendes Ge⸗ 
ſez wahr finden: l 

Der Coeffizient eines Gliedes der naͤchſt hoͤhern 

Potenz ift die Summe der beiden Coeffizienten, 

die zum eben ſo vielten, und zum naͤchſt vorherge⸗ 

henden Gliede der naͤchſt niedrigern Potenz gehoͤren. 

Zu einer beſſern Ueberſicht dieſes Geſetzes wird folgende Tabelle 
beigefuͤget: 

Poten⸗ 
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\ f£rfle Zweite Dritte 
Potenzen. | &oeffiiéntin, Coeffisienten, | Coeffisienten, 
E T A o 8 o A 
2° 2 B 1 b o B 
3 3 € 3 Cc zc 
4 4 D 6 d 4 D 
5 5 € I0. 6 10 "E 
e 6 § ze: 20. F 
z z & 218 385 G 
8 S 5 48.8 56 H 
9 9 3 36 i 84 I 
10 i0 K 45 k 120 K 
m - 5 Jemen 20 O 
m—4 |m—4% P P 
m—3 m — 32 9 2 
m— 2 mn — N r R 
m -i—r. mf] A 8 8 
m m z t X 


_ — 


Ke e 

Der zweite Coeffizient der zweiten Potenz ift, wie wir 
geſehen haben, dem erſten Coeffizienten der erſten Potenz gleich, 
weil der zweite Coeffizient der erſten Potenz, — o. Der zweite 
Coeffizient der dritten Potenz beſtehet aus dem zweiten und er⸗ 
ften Coeffizienten der zweiten Potenz, und ift alfo — z —+ 2 
Der zweite Coeffizient der vierten Potenz iſt, 723. 
Der zweite Coeffizient der fünften Dotenp 2E. 
Der zweite Coeffizient der ſechſten, == 7 4-2 -4- 3 4-44-55 
der zweite Coeffizient der fiebenten, = 1 E24 
-l- 5 -4- 6. 

Alſo ift immer ber zweite Goefilent jeder. Potenz die 
Summe der natürlichen Zahlen von 7 bis auf die Zahl, die 
um z geringer iſt, als der Exponent. 

r A 2 So 


W 
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So iſt der zweite Coeffizient der funfzehnten Potenz, 
= +2+3+4+5+6+77+73#9-#H70 
VFC 

Von der uten Potenz ift alfo der zweite Coeffizient die 
Summe der natürlichen Zahlen von z bis auf m — 7. Dieſe 


; 7 (m m Qn -——r) 
Summe iff aber — Riiie d D und mithin it — 
T.2 I.2 


der allgemeine Ausdruk für ben zweiten Coeffizienten der Potenz 
m, wo namlich zz eine ganze, bejahte Zahl ſeyn muß. 


. 5. ; ` 
„Eben der Grundſaz §. 3. Nr. 2. fuͤhret uns auch auf den 
allgemeinen Ausdruk des dritten Coeffizienten einer jeden Potenz. 
Es iſt: 
bar A= A 
e b BD A 
d e C= AT BTC 
e d D = AT BT EHD 
f=e+€=A+S$4CE4+D+E 
g=f£+§ —=U+B4+C4+D4+E+F5 
h=¢+6=%4+3+4+€4+9+€+95+6 
Rae e EE 
k iT IJ = AT ST E+ O+ E+ F+ G+ H+3 
und fo weiter. 


Ferner: 
B=A+a=0 
C=B+b=b 


D=C+c=b+c 

E=D+d=b+c+d 
=E+e=b+c-+d+e 

G=F+f=b+e+d+e+f 

H=G+g=b+c+d+e+fi+g. 

I =H+h=b+c+d+e+f+g+h 

K=l+i=b+ce+d+e+f +e+h+i 

und fo weiter. 


Daher 
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Daher findet man 
== A ; ‘ 
ADB 
A BC i 
9 755 4- € 4-5 
ABA CA DE 
312-5 4- €4-D4-€4- F ! 7 
A BAC 94 € 4- 8 4- 6 
A BCA D 4- € 4-8 GA 
und den dritten Coeffizienten der elften Potenz 
E E E 
A BC 
9| 4-8 CAD 
A B C D E 
A E BA CA＋ DEE N 
A EBC D € 4$ 2-6 
AHSHEH- D -- € HF EE EE 
A . B - C-. DEF G 943 
und ſo weiter. 


So wird man, zum Beiſpiel, leicht finden, daß der dritte 
Coeffizient der dreizehnten Potenz, fey, — 
x 
T2 
744-235 
EA +3 #475 ° 
7+24+3-+44+5-+6 
P4243 444549647 
14243 +445 4+64+-748: 
I--2-1-2--42-5-3- 6-7 2-3-8--9 
1424344454647 48-4970 
E EA TIEF EGT SAS 10-1 


Dieſen Coeffizienten wuͤrde man demnach finden, wenn 
man alle dieſe arithmetiſche Progreſſionen n ſummirte, und die ge⸗ 
fundene S Summen addirte. 


A 3 $. 6. 


oy 
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; §. 6. E 
Dieß führer uns ganz natuͤrlich auf die Methode, den 
dritten Coefftzienten der Potenz w zu finden. Wenn wir denz, 
felben mit J bezeichnen; fo kann man aus der Analogie ſchlieſ⸗ 
ſen, daß 


TS rr TTT m 2 
I ＋ATATZ TY M3 
1 T2 TTT m— 4 


C 

7+2+3+4+5+.:m—6 
und fo weiter ſeyn müffe, 

Es iſt alſo 


(m — 1) (m— 2) (m — 2) (m — 3) 
7... 8 
c5 F. 2 
(m — 3) (m — 4) 
LB ——————————— e D 
En 
Nun iſt aber 


$= ABCD E+ F+ .. . P+ A+R 
alfo s die Summe der Glieder einer arithmetiſchen Progreſſion, 
deren erſtes Glied — und deren letztes Glied = — 2, wek 
ches auch zugleich die Anzahl der Glieder ausdruͤckt, mithin 
(m — 1) (m — 2) 


EE 
I. 2 
Ferner 


r= A+- 9-+4+- 6-4 D4 C4 SH ... . $--5 


oder 


(mi 0 U ai 
t= n 
de E 


und 


q—394-$--€--5--€--8-- ... P 
oder : ‘ 
(m — 3) (m — 4) 


I. 2 

Demnach iſt 

TI 4r+ 9+ 46 . € 
i e Man 


Der Se per ef 


(m 
Man fee, m — x = nj fo wird 


7) (mn 2) 


2 
- 


n m—3) | (m—3)m— " 
acc 9 A Eee. ATT 8 


n ( po pr GAB nea — 3) 


+ ete. 
„ ý LGS e EE 
Aber 
u (un - (n - 7) (n— 2) 
— 2p — — a s 
2. 2 . : I. 2 
Ce ; 
= Sacri apna... Eu.) 
— 20% — 2-0 —3-+n—4-h s, Ge? 
ang HB rn ST rj 
— in — 4-pn—5-3-n—64-..... 1) 
E 1 ( — r) 1 ( aa) 
— 2 " ES T a 
. 090—320 
= Ge: = D Tux s 
ns r 4 
-Eg 2 2 er À 
8 ns r 
Mithin ift T — EEE E 3 
F 2 2 à S 


woraus folgt 


Tr IX = 
oder : 
SEI. = nter 
25 = u —=—- ar 39 + « - 8 | 


(n — 29 6 
" fm: +r +g a Da Aa ‘ 
(u rr 


pt eee ee one S 
A 4 Mit⸗ 
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Mithin 
T ERS ‚n(n—r) I Wm o TORRES 
TU E Ex R. & 


der britfe Coefftient der Potenz m. 
Der erſte Coeffizient der mten Potenz iſt m; 


m(m— ) 
der zweite ⸗ * e e 3 
I. 2 
^ m (n — ) (m— 2) 
ber dritte e P ; — 


T. 2. 3 
Mithin kann man aus der Analogie ſchließen, daß der vierte 
m (m — 29 (n — 2) (m — 3) 


ſeyn muß a Ek ; 
I. X E 
der fünfte EE 
t 1.2.3.4. 5 e 
* AS se T SH 
der cur. Don Dc ping) 
FEES 


unb fo weiter. 
Daher findet man 
mm — 7) 


(4-4 - 5)" — 2" -- ma" b E E CINE 
7. 2 
m (m— 1) (m— 2) 1 3 
1.2.3 
5 REETZ 
EE bt yete. 
2.3. J. 
§. 7. 


Wenn die Allgemeinheit des Binomiſchen ehrſatzes dar⸗ 
gethan werden ſoll; ſo muͤſſen noch folgende Faͤlle unterſucht 
werden: 

1. Wenn der Exponent eine negative, ganze Zahl iſt; 

2. Wenn er eine poſitive, gebrochene, und 

3. Wenn er eine negative, gebrochene Zahl iſt. 

Wir werden mit der Unterſuchung des zweiten und dritten Fal⸗ 
les anfangen und daraus die Wahrheit des erſten abzuleiten 
ſuchen. 

Es 
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m 
Es fey das Binomium (2 AA gegeben, wo m, n 
ganze, poſitive Zahlen ſind. Wir wollen annehmen, man koͤnne 


ſetzen: 


m 


ten — IE. e 
(a,b) e d + —a* 6 
í n 
m., m d " 1 
6 
n n -—2 


an DP etc. 


-lL 


vd o 2 


und fehen, was aus dieſer noch nicht erwieſenen Vorausſetzung 
folge. Man ſetze 
m 


= mb 
` (eph Lus 


na 
m. m 
— — — f x ` 
Së z: A 35] 
2 
ET BET 
und 
m. m 
— —ę—é 
m b 2n mn 5 
= -f — 
P na qoM ME 
m.m m 
— . 
uper Cen z che 
ek Se a 
fo ift 
m m 


(4 + by = an(r - p), woraus folgt (a - 5)” 
Da“ (r p)” ; 
Nun iſt aber, §. 6. 


Se = mb m. n . 6? 
4 E SÉ I — p ——————-——— 
e SS ) s 4 dee 2 oa EE 
m.m—1.m—2 6 
D —ę—— — . ete 
TE I E a 


A 5 Wenn 


to Der Binomiſche Lehrſaz. 


Wenn alſo bewieſen werden kann, daß 


; ; mb qm. n 7 i 
A (i e 
5 a LS 2 4 
m.m— ı.m— 2 63 
p m — + etc. 
EF 3 a 


fo ift zu gleicher Zeit bewieſen, daß 
(a -- 5)" = a" Cr +p)”. 
Findet aber diefe Gleichung ftatt, fo hat auch die Gleichung 
* m 


0m 
(a+b <a" (re p) 
und mithin aud) diefe 


KI m 
= iri m b y 
(a + Ain = a" E -- 
"n 4 
m m 
3 
D 
Se ————— — ` ae ) 
dr 2 a 
ihre vollkommene Richtigkeit. 
Es iſt aber 
n.n—ı 1. 1 r %% - 2 
Cr Ep" u M — ps eto. 
1. 2 5 TEF E 
Man findet = 
om. m 
2 m? b 2? A x b3 
— — ete; 
au^ a? * 1. 2 a3 EE 
3-73 
os m3 A 
a? a3 


s Demnach 


Der Binomiſche Lehrſaz. ET 


Demnach 
n.m—ı , HOM N Oe 
Hm ———— BI aM p? ete. 
1.2 8 : 
m m m 
m. - .. 
p bk n 2 " 
=+m— + = + - - et. 
d 17.2 a I.2.3 a? 
: zm? in 1 
— — 1, — 
m 1 — 17 5 n n 2 48 
dirige Eu tit. 
n a Tag a 
Jb .H-——Fu. Bi 
Toce = 
" = 3 5 ete, 
2 
n. Tr „ 
B D m. 7 
Der Coeffizient von — ift, = —— — ——— + — 
a ae n qo 
S m—n inn — in 3893) — e Y 
s Re? + —— | m.———— ———————— 
zn 22 an 2 
m m 
: mM. —— . = — 2 
Seer Se me 
Der Coeffizient von — ift, = es 
a 2 fa ay 
am^. n n—ı 
—— I. > " 
W n 2 m? m .N—2 
r.3 n? 2 8 
mn n — 2 in . m -n 1 — 1 
m | —— — — — — 
2n 3n n n 2 
mi Rn E „m—2 : 
+ — ——— 
2 2 3 
\ (m-) (m- n) 3m (m-) (u-) 
an . 3n 


m (m— r) s 
i 
2n . 3n 


em 
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; et m.m—ı.m—3 
= m | —l-_ - 
2:2 2 
Es iſt alſo SCH 
n. nr , un — . n—2 
ER TR ee BR: 
1.2 2/13 
mb m. mr 1? n. . . n 2 66 
r Ei —— — — — ete, 
Eae ^. Aider ant a? 


Wir finden demnach 
a | er di - N.N—— I. 72 —2. 
z-pup Be E p Cic “pete. 


243 
re mb m. m r b? n 
Sig Dip he he ~~ etc. 
a 2 a 1 2 3 a3 
und dieß ift es eben, was bewieſen werden ſollte. 


i 78; 

Um fih zu überzeugen, daß eben die Formel kann ge- 
braucht werden, wenn von negativen Exponenten die Rede iſt; 
fo muß man bemerken, daß, wenn man durch T die Summe 
der Glieder bezeichnet, welche man erhalten wuͤrde, wenn man 


m.m 
cp 


b en E — TH. 
= - m b nn b 
(a ＋ à) inat | :— He ae) 

> n d 2 a " 
auflifete, ftet& die Gleichung 


_ Mm 


RESCH = oder — 
Ca + by 


= = 

oder endlich r — (an T ſtatt finden muß. Es muß 

daher bewieſen a en bag , wenn man die Summe der Glie⸗ 
Mm 

der, welche man erhält, wenn (a Änn in eine Reihe 

ee wird, und dieſe Summe mit der Reihe, in welche 


S 


(a SES aufgeloͤſet werden kann, multiplizirt, ee Proz 
dukt n Einheit gleich fey. 
Wir 


Der Binomiſche Lehrſaz. es 


Wir wollen alſo annehmen, man koͤnne ſetzen: 


m.m 
: yor 3 m b n mid a 
a „ 4 fr — + ——— — 
(4 -1- Ge a I 75 2 E c 
m.m m EC 
— — +r. — 2 33 
= H 
ED, EE. pi — +) 
RT a? 
Es ift bewieſen, daß 
m. m 
yx oe MM e 1 as 
m un I — — — — 
(a—+-b) T 2 x = 
m.m n £ 
2 AD 
EE — A ee. 
E 2 23 a? 


Man multiplicire dieſe Reihen mit einander, ſchraͤnke fid aber“ 


auf den Cubus von — ein; ſo findet man das Produkt: 
a 


m.m m.m 
Wm 2 iz 
-= =- mb nn La nn 43 
a” als — 22 ee EE 
a 2 «4 2 33 ; 
‘mb m? [b m? mm -B 
Hte F 
4 n 4 He a (da 
m.m mn. in 
en cet LL 
nn * nn bs 
+ — — rt 
2 a a? 
m.m m 
geb EE 
n n Z1 2 
+ = 
373 a? 


Wenn man die angezeigte Rechnung vollendet; (o wird man 
2. 


: : =o 2 
finden, daß der Coeffizient von =; der Coeffizient von 2 
; der 


ri 
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; 7³ 
der Coeffizient von ^ f. w. Null ift, Eben dieſes finder 


bei den hoͤhern Potenzen eon — ſtatt. Jenes Produkt ift alfo 
m » d 


— — — 


^E RS . 1 . c-r. Und auf biefe Art ift 
bewieſen, daß 


m.m 
Sa M — 1 Geen x zZ 
T= — m b SE i? 
(a ＋ n = ar (1 — 
na 2 x 
2.45 
pr. e a 
nn n g 
hate i 3 
ie a 


geſetzet werden dürfe, 


Ss 9, 

In dieſen Betrachtungen iſt zugleich der Beweis fuͤr den 
Fall enthalten, wenn der Exponent eine verneinte, ganze 
Zahl iſt. Man ſiehet naͤmlich leicht, daß alle Schluͤſſe des vo⸗ 
rigen §phen ihre völlige Kraft behalten, wenn »——r geſetzet 
wird. Der Exponent m des Binomiums (2 0) kann alfo 
entweder eine ganze poſitive, oder eine ganze negative oder eine 
pofitive, oder negative, gebrochene Zahl ſeyn; fo ift es in allen 
dieſen Fallen erlaubt, zu ſetzen 


m. n — 17 
BEI Ze 71b ae gm k 
s 1.2 


a” ~ 3 93 A. ete, - 


| 


. Anfangs: 
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He ee 
Anfangsgruͤnde : 


der 


Differenzial-Rechnung. 


St 18. 


His den Griffen, welche wir hier betrachten wollen, gibt 
es einige, welche entweder wachſen oder abnehmen, und anz 
dere, welche beſtaͤndig eben denſelben Werth beibehalten. Die 
erſtern, welche man mit den lezten Buchſtaben x, y. 2, des Al⸗ 
phabets zu bezeichnen pflegt, nennet man veraͤnderliche; die 
leztern aber, beſtaͤndige Griffen und diefe druͤkt man durch die 
Buchſtaben 4, b,c; u. f. w. aus. So find in krummen Linien 
die Coordinaten, veraͤnderliche; der Parameter und die Axe 
aber, beftandige Griffen, 


S HELD. 


Um das Ctüf zu bezeichnen, um welches eine Gröffe 
aus oder abgenommen hat, pflegt man vor ſolche Groͤſſen den 
griechiſchen Buchſtaben A. zu ſchreiben, fo, daß man, wenn 
angezeigt werden ſoll, die veraͤnderliche Groͤſſe x fey um eine 
gewiſſe Groͤſſe gewachſen oder um dieſelbe vermindert worden, 
* Ax ſchreibt. > 

Der Ausdruk Ax bezeichnet eine einzelne Groͤſſe, wie 


2 
log.x oder y x u. f. w. Eine Potenz der Ordnung z von 
Ax ſolte eigentlich ſo geſchrieben werden, wie C/1x)", Weil 
aber der Buchſtabe A keinen beſondern Factor bedeutet, fons- 
dern Ax als ein einziger Buchſtabe in der Rechnung anzuſehen 
ift; fo ſchreibt man gewöhnlich Ax”. Die zweite, dritte, 
vierte, u. f. w. Potenz von Ax wird demnach durch Ax“, 
Ax?, Ax“, u. f. w. bezeichnet. 
Es bedeutet alſo der Ausdruk Ax”, daß die Differenz 
Ax in die ute Potenz erhoben worden fey, aber der Ausdruk 
A(x”), daß die Differenz der Groͤſſe x” geſuchet werden fol. 
S. 12, 


B. Anfangsgruͤnde 


F. 2 i 
Fig. r. Es fey die Function U — ax” gegeben, wo n 
eine beſtaͤndige, pofitive oder negative, ganze ober 
gebrochene Zahl bedeutet. Dieſe Function kann als eine Gleiz 
chung der krummen finie 4M betrachtet werden, deren Ab: 
ſciſſen durch X, bie Ordinate aber durch U auégebrüft. mer: 
ben. 
Weil U eine Function oon x ift; fo wird mit U eiue 
Aenderung vorgehen, ſobald mit x eine ſolche vorgenommen 
wird. Waͤchſt alfo x um die Groͤſſe Ax — Pp; fo wird auch 
U um eine gewiſſe Groͤſſe ZU — mq zunehmen. Man er 
haͤlt alſo 
Fc 
Nun iſt aber, §. 9. 


(x As) seen nx te 


72. 


u—T 
—xt? Le 
d... e 
n . Nn— T 1 — 2 
+ —— * A 
E 3 
Mithin i 
Ua AU — ax” E ee 
1.2 


an.n-—r.m—a E 
. . 7x3--..... 
T a 


DU ee File ny QR 
T 2.2 . 

Durch dieſes Verfahren findet man alſo das Verhaͤltniß 
von mg: Mg oder das Verhaͤltniß der Ordinate MP zu der 
Subſecante PT. Wolte man nun das Verhaͤltniß der Or⸗ 
dinate MP zu der Subtangente PS finden; fo ſiehet man 
leicht, daß ſich das Verhaͤltniß der Ordinate MP zu der Cube 
ſekante PT jenem Verhaͤltniß immer mehr nähert, je kleiner 


die Differenzen AU, Ax, werden, daß aber das Verhaͤltniß 
der 
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der Ordinate zu der Subſekante dem Verhaͤltuiß der Ordinate 
zu der Subtangente nicht eher gleich werden kann, als bis 
AU =o und Ax Ds ift. Wenn dieſes ds geſchiehet; fo 
erhalten wir 


AU 
— a"? 
Ax 


und dieß ift das Verhaͤltniß, in welchem, in der krummen fi- 
nie AM, die Ordinate zu der Subtangente ſtehet. Um dieſes 
Verhaͤltniß auf eine allgemeine Art auszudruͤken, bedient man 
fid) gewißer Zeichen. Man fest nemlich, wenn A —o und 
Ax —c0 geworden, vor die Groͤßen U und x, den Buchſta⸗ 
ben d, welcher auch hier nichts als ein Zeichen und kein Factor 
iſt. Um alſo anzudeuten, daß man durch die vorhergehende 
Operazion das Verhaͤltniß der Ordinate zu der Subtangente 
wuͤrklich gefunden habe; ſo ſchreibt man 


dU 
— =< an F 
* 


Man darf aber nicht glauben, als wolte man durch dieſen Aus⸗ 
druk ſagen, es iſt 


0 
— 2 a geg 
o KH 


dU 
Sondern = ift ein Zeichen, wodurch man nicht nur das mehr 
* 


erwehnte Verhaͤltniß, ſondern auch jede andere Groͤſſe, wie 
max „ wenn U aa ift, anzeigen kann. 


ALT, 


dU 
Wenn U =x”; ſo wird = im 


x dU 
Wenn U — x^; Sas FRE 
l dU 
Wenn U — 45; - a Zoe dg 
Wenn U — x*; ? 


Differential Rechn. 
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Mens. HE ĩ — AES 
dx 
— AU A= 
Wenn U— x3; ME ue MINE 
dx 5 
dU xr 
AED pou T 
dx e 
und (o weiter. 
§. 14. 


Wenn U—a t ax +by+-z; fo wird 
Ur AU — 4 ax + a Ax by ac bAy+2+ Az, 


weil a, b nicht wachſen und nicht abnehmen. 
Daraus folgt 


Nun kann eine gewiſſe Aufgabe erfodern, daß man das Ver⸗ 
dU 
haͤltniß wiſſen muß, welches durch das Zeichen E angedeutet 
x 
wird. Solches ift alfo 
dU 


wenn AU, Alx, Ay, Az, alle zugleich verſchwinden. Sind 
die Gleichungen zwiſchen y, x, 2, gegeben; fo kann man daraus 


dy dz 
die Verhaͤltniſſe finden, welche durch die Zeichen Z, oe 
x 


40 
— angedeutet werden. 
dx 
$. 15. r 
Andere Schriftfteller haben das Verhaͤltniß der Ordinate 
zu der Subtangente auf eine andere Art gefunden, die hier deß⸗ 
wegen vorgetragen werden muß, um gewiſſe Ausdruͤke beſſer zu 
verſtehen. Sie haben nemlich unendlich kleine Griffen an- 
genommen, worunter ſie aber nichts anders verſtehen, als 
Griffen, welche im Verhaͤltniß gegen andere Griffen, als 
` af Nichte 
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Nichts zu betrachten ſind und daher aus der Rechnung wegge⸗ 
laſſen werden koͤnnen. Als Beiſpiele fuͤhren ſie ein Sandkorn 
an, das die Höhe eines Berges weder vergrößert, noch ver: 
kleinert, einen Bruch, deſſen Zehler der Einheit gleich, der 
Nenner aber größer, als jede angebliche Zahl ift, welcher 
Bruch, nach ihrer Meinung, fuͤglich weggelaſſen werden kann, 
wenn er in gewiſſen Rechnungen zu einer andern Zahl addirt 
oder davon ſubtrahirt werden ſoll. 

Dieſen unmathematiſchen Grundſaz haben ſie in dem 
gegenwaͤrtigen Fall folgendergeſtalt angewandt. Wenn, zum 
Beyſpiel, U — ax; fo nehmen fie an, Uwachſe, nach ihrem 
Sprachgebrauch, um eine unendlich kleine Gröffe, welche fie 
mit dU bezeichnen. Eben fo wird auch x um eine unendlich 
kleine Griffe dx zunehmen und fie erhalten demnach i 

U -dU ==a (x 4- dx) Sax? 4-2axdx adx? 
und dU = 2axdx 4-adx? 

wo nemlich dx? das Quadrat von dx ift, weil auch hier d ein 
Zeichen, aber keinen Factor vorſtellet. Nun ift, nach bem 
gewoͤhnlichen Vortrage, dx ein ſolcher kleiner Bruch, von dem 
vorhin die Rede war, deſſen Quadrat mithin mit deſto groͤ⸗ 
ferm Rechte aus der Rechnung weggelaſſen werden kann. Da: 
durch erhalten ſie alſo 

dE 2axdx, 
welches man richtiger durch 

dU 


aus druckt. 
S. 16, 


Dieſe lezte Erklaͤrungsart hat folgende Redensarten ein⸗ 
gefuͤhret. Es ift dU das Differenziale von U unb dx das 
Differenziale von x. Weil dU = aux dx, wenn 

== ax"; fo nennet man den Ausdruk anx”—7dx das 
Differenziale von U oder von ax”. _ Gewöhnlich gibt man das 
her folgende Regel: | 

Um das Differenziale AU einer Groͤſſe U — ax” zu fine 
den, multiplicire man ax” mit dem Exponenten „, vermindere 
dieſen Exponenten um z und erhebe x in die Dignitaͤt s — r; 

B 2 ſo 
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fo dann multiplizire man das Produkt anx” "7 mit dem Dif- 
ferenziale von x, das heißt, mit dx. 

Die Wiſſenſchaft, das Differenziale von U — ax” zu 
finden, hat man daher die Differenzial⸗ Rechnung genannt; 
Faͤglicher koͤnnte man fie Methodum Tangentium nennen. 

Die Formeln, §. 13. werden gewoͤhnlich auf folgende 
Art geſchrieben: 

x) Uu dx, 2) dUs=axdx, 3) dU — 3x*dx, 


at d 
Fx, 


und, §. 14. dU= + adx + bdy + dz. 


8 
Es fey die Function U == xy gegeben und zugleicher 
Zeit angezeigt, daß zwiſchen U und x, U nnb y und endlich 
zwiſchen x und gewiſſe Gleichungen Gott finden, wie, zum 
Beiſpiel, U — x”, U — aP, x — cy". Wenn nun in 
dieſen Gleichungen keine andere veraͤnderliche Griffen, als U 
und x, U und y, x und y vorkommen, welche auf eine Digni⸗ 
tat erhoben find, deren Exponent eine befiandige Gröffe ift; 
ſo iſt man, vermoͤge des vorhergehenden, im Stande, die 
Verhaͤltniſſe oder die Griffen zu finden, welche die Mathema⸗ 
dU aU dx 
tiker durch —, —, — auszudrücken pflegen. 
dx dy dy 
Wenn in der Function U — xy, die Gröffe x um Ax, 
um Ay, und U um AU waͤchſt; fo erhalten wir 
Hz ZU = (x OY = xy + yx 
+ Xy. - Ax dy 


und 

AU = yAx + scht + AxAy 
oder = 

AU »i 

Ax d KS 1 


Ver⸗ 
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Verſchwinden nun AU, Ax, Ay zu gleicher Zeit, oder es 
wird A U= o — dU, Ax — o — dx, Ay — o — dy; 


` dU xdy 
fo erhält man — — y A —— + dye Nun zeigen die 
dx ax 


dÉ ay Ic: 
Ausdrücke "eg = gewiſſe Groͤſſen oder Verhaͤltniſſe gewiſſer 
dx” dx, 


Griffen an, welche auftatt dieſer Zeichen geſetzet werden Finnen: 
das Zeichen dy allein aber ift kein Zeichen einer Groͤſſe, fonz 
dern ſchlechterdings, — o. Man erhält daher 

dU dy 

dx venies dx 
Weil AU — JAx Lt Sch tr AxAys fo iſt aud 


U 
S 3 -p x + Ax, und man erhalt durch eben 


Ai — Ay 

dU pdx 
diefe Schlüffe dy = Pi -+ x, weil dx allein keine 
Gräfe, fondern Null anzeigt. 


* 

Man ſiehet leicht, daß dieſe Betrachtungen auf die Fun: 
ction U — xy, alfo auf die Function zweier veraͤnderlichen 
Groͤſſen, nicht eingeſchraͤnkt ſeyn, ſondern ſich mit eben der 
Wahrheit auf die Functionen dreier und mehrerer veraͤnderlichen 
Groͤſſen anwenden laffe Wenn, zum Beiſpiel, U — xy25 
ſo kann man immer annehmen, daß zwiſchen U, x, U und y, 
U und z und dann zwiſchen x, y, z, felbft gewiſſe Verhaͤltniſſe 
ſtatt finden, welche durch Gleichungen ausgedruͤkt werden koͤn⸗ 
nen. Man iſt daher im Stande, zu ER: was die Zeichen 


dU . dU. dx 
— „ — uf w. A ſagen wollen, und 
dx’ dy? dz dy AU. aU- dz 
leicht wird man fic) uͤberzeugen, daß — , u. ſ. w. 
dx dz? dx 


gewiſſe Groͤſſen, die Zeichen dx, dy, dz allen aber nichts, 
dann Null bedeuten. Wenn daher in der Function U xyz 
alle Geb(fen wachſend angenommen werden; fo findet man 
Ur AU a (x-- οοοο + Ay a AD == 

5 


2 YZ 
3 zyz 


4 
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Me + BAX + 2xAy + de + 2AxAy + yax4z 
* xAyAz = Ax AyAz 3 


unb 

AU 2 xyAz D M xAyAz 
— 2 —— —— 2 ———— 
24x EHE Ax 2s áx d Ax 
+ AyAz. 

Wenn nun ZU == OO dU, &= O dx, Ay 0 dy, 
3 23 T dU zxily * 
2—o-—dz; fo — = —— — 
W i qe dx hy: dx m dx 
zdy ＋ r A dydz und zdy — 0, ydz = o, 
adim xdzdy 
à 92 = = — =o. Denn obgleich — 
J! i 22 dx dx - $ dx 


dy 
ober ex eine wuͤrkliche Groͤſſe vorſtellet; fo wird diefe Gröffe 
Ae a 


doch mit xdy oder xd multiplizirt und muß mithin ebenfalls zu 
Null werden. Wir erhalten demnach 


dU zxdy xydz 

. - > 

"e E PTE APA 
Den Ausdruck 


d 


AU == x + zxZy + ete. 
hätte man auch mit Ay oder Jz dividicen können. Im erſten 
Fall würde man erhalten haben 

dU zydx xydz 

anch rio tee 


= 2x 
dy dy dy 
und im andern Fall 
dU dx dy a 
BE Ce x 
dz T S de: dz De 


$. 19. 
Sonſt trägt man diefe Lehre auf folgende Art vor, 
Die Groͤſſen AU, Ax, Ay, Az u. f. w. werden durch aU; 
dx, dy, dz, u. ſ. w. ausgedruͤkt, mithin dieſe leztere als 
Groͤſſen, aber als unendlich kleine Groffen betrachtet. §. 15. 
Man 
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Man kann alfo mit den Zeichen dU, dx, dy u. f. to, eben 
fo, wie mit wuͤrklichen Griffen, rechnen und deßwegen erhaͤlt 
man 
mE) dU — STEEN dy, weil das Produkt dxdy. als das 
Produkt zweier qnem kleiner qii jen, von felbft weg- 
faͤllt. d 
2) dU — zydx —+ zi + xydz , weil bie Glieder 

"sdxdy , ydxdz, xdydz, dxdydz (o klein find, daß fie 

weggelaſſen werden können. 

Die gewoͤhnliche Negel ift alfo: Man findet das Diffe⸗ 
renzial der Function zwoer oder mehrerer veraͤnderlichen Grit 
ſen, wenn man nach und nach jede Griffe als veraͤnderlich be⸗ 
trachtet und fo differenzüirt, als wenn bie übrigen beſtaͤndige 
Groͤſſen waͤren. Die Summe davon iſt das geſuchte Diffe⸗ 
renziale. 


$. 20. 


Nunmehr iſt es leicht, folgende Functionen zu differen⸗ 
ziiren. Man findet d(ax"y") = ax"d(y") heg d (&) 


= = pax — xdy. 
sen nax MI "d may" x" Ax, und d 
FE s (- E 

Wenn die Groͤſſe, welche man differenziiren foll, aus mehre⸗ 
ren Gliedern beſtehet; ſo differenzürt man jedes Glied beſon⸗ 
ders. Zum Beiſpiel 
d (ax? ＋L bx? exp): = 30x dx + tete RP + cydx. 

Eben fo 


d Ge bx- 2) = 2axdx EE bdx — ze dx 
+ ex^ "dn, 

und 
d (x3y 4- ay? +) = 3x*ydx -4- x?dy 4- 2aydy. 

Den Ausdruk (a bx- c differenziirt man eben fo, 
wie den Ausdruk x". Man findet nemlid) 
d (a bx c A EN er yt d(a A- foro) 

== 5 (ap bx A- cx^)* (b-4- 2ex) dx. 
B 4 und 
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und j aer] 
d (a 4- bxc) ít + bx?) dla bx?) 
== $ (a x=. abudx == 42 bxdx (a + bx?yi 
Wenn die zu differensiirende Griffe aus zuſammengeſezten 
Dignitaͤten und andern Factoren beſtehet; fo betrachtet man jeden 
Factor, als eine einfache veraͤnderliche Gröffe und verfaͤhrt nach 
den obigen Regeln. Es iſt alſo: 
d [x3 (a + , — (a + N, -— x34 (a 4- bo 
=* Ax (a 4- bx?) E bxtdx (a ＋L UN. 
Ferner d E c = d LG Gan Gen) 
== +a det Än 5 
3 E 
Wenn eine Wurzel⸗Groͤſſe "eiffecenjtitt werden ſoll; fo fest 
man ſtatt des Wurzelzeichens, Bruch⸗Exponenten. Es ift alfo 
40 == d(x3) = ix “idx 


dQ/ = E d (x) — An" zar. 
Ferner 


— Aix 


V/ (4a — xx) 


d[v/ (aa — xx)] == d (aa — xx)? = 
Endlich 


? 
al" be ES d * Cab") 4 | 
pnb 


= à—ꝛ— 


2: 
7 ee Ca be * a nx" 7! dx(a bx") 4 
u. ſ. w. 


Diffe⸗ 


EUR 552] / 25 


Synod ome npe LEY TE LL ero ep npe 
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. | 
E, fey die Function U— x” gegeben. Man ſetze in dieſelbe 
ſtatt x nach und nach folgende Werthe: 

* Ax, x 4- 271x, x Ex, x ＋ Ax, X4-5AXx u. f. w. 
Die Groͤſſe, in welche U fidh verwandelt, wenn man x + Ax 
ſtatt x ſetzet, bezeichne man durch U's durch U die Groͤſſe, in 
welche U verwandelt ‚wird „wenn man x-4- 24x ſtatt x ſetzet 
und endlich durch U" die Griffe, in welche fid) U german, 
delt, wenn man & Ax ftatt x eget, u. ſ. w. Es ift bem 
nach, 

Vax 


=F 


i = n.n 
U = (xp Ax)" x” pax" 7 Ax 4 ag 
8.h-——1.8—2 „ , 
4 x* 73/x3 E ett. 
IR BE 


N.N——-I 
E am mag 
I.2 
E ear 
I dis 
U" S n—I 93 
U =@-+ 34x) =x" A- 3x” Ar —a Ax? 
1. 1 —I1.n— 
3 * x etc. 


€ 


„ 
Mithin erhalten wir, 
k 12. 1 — 7 
gu AU == nx" 71 Ax + —— —— at^? x? 
4 I.2 


"nm. N-—-1.Nn—2 
— — 9 le 
T5225 


B 5 U— 
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ae 
tts SCH 
iC 
— A 4 etc. 


E CÓ AU-— nx" Ax 4 


Zu." — T.N— 


ATUS. 


S 1. H —— 
u" _ Ve aoe ee x N 


2.2 


ION u. u — 2 
— — — x" —3 x3 -L- ete. 


r 1.2.3 : 
u. ſ. w. 
§ 221 

Wenn man von der Differenz AU" die Differenz AU ab: 
ziehet; (o bezeichne man durch AAU oder kürzer durch A die 
Gräfe, welche man dadurch erhalt. Eben fo drücke man durch 
2 die Groͤſſe aus, welche herauskoͤmmt, wenn man AU’ 
von AU" abziehet. Es iſt mithin 

AU A — AU — nm — ^ de 
+ u. u — 1.n— 2. 4 PA + ete. 

woraus folgt 


n u TX En. eea Ax etc. 


Je kleiner Ax, AU werden, deſto mehr naͤhert fid) der Werth 


. Es kann aber nie: 


vo 
mals, fo lange Ax, AU noch Griffen find, der Werth von 


. — gleich werden. Wenn nun 


Ax=o dx und M= O Ad, fo wird auch UD o 
und man pflegt dieſes durch d^U anzuzeigen. Wir erhalten 
demnach 


Statt der Groͤſſe n. u — 7. x" pflegt man oͤfters das Zei⸗ 
2 " 
fo daß man überhaupt (agen kann, das 


Zei: 
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PU 
Zeichen SS? zeige das Daſeyn gewiſſer Griffen an, und fey 
in der Stelle der vorigen oder einer ihr ähnlichen Gröffe geſetzet 


worden. Der 


weil Null mit Null bivibirt feine Gröffe zum Quozienten geben 
kann. 


3 $. 23. 
Vorhin haben wir gefunden 
u = — 5H. n — r Se 4 
AU. = nx Zin Ae — x" T? Nx 
j 22 


PT etc. 
4 EE 
und 


i — 3". n — I per 
AU === q S 
722 
7n.N—T.N—2 
EM x73 AS ac ete. 

152.4 


Daraus folgt 

AU" ey, Cee AU SS nm EER 2M. 
I2nNn.N—T.N2—2 

en v de w etc. 

7.2.3 

Wenn man von ber Differenz LU" bie Differenz U 
abziehet; fo bezeichne man durch U bie Griffe, welche man 
durch die Subtraction erhaͤlt. Da nun 4 


Un un. * Ax? A- n.n 1.n—2.x"7324x3 


14N.N— 1.Nn—2.n—3 Le 
55 „ 


7. 2.3. 
ſo finden wir 
cU. MUS PU = n.n—1.n—2.x"~ 3 Ax? 
n. 1 — 77. 2 — 2. 7 — 
3 EIN ere rA DR xt f yt SE etc. 
2 1 


* wor⸗ 
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woraus folgt 


„BU 3. 1 —1.n—2.9—3 
i ENN — Än, x3 dl etc. 
2 


Wenn nun Ax dx; fo ift aud) Ax? — 0 — dx? und 
PU=0o—d3U und man erhälf 
dU dU 


ES Sn. u— 2. TEE * 3, wo d ba8 Zeichen ift, toes 
mit man das Daſeyn ber Griffe n. u — r.m— 2. K oder 


einer ihr ähnlichen anzuzeigen pflegt. 


$. 24. 
Werden aͤhnliche Berechnungen weiter fortgeſetzet; ſo er⸗ 
giebt ſich, daß 


d. 5 
D ho arma x 
BU PET 
— u. u — r. n — 2. Nn— 3 1 — 4. — 
ES 3 4 
‘dU, 
—; SS n. r.n— 2. — 3. € T 
- ARMES 
u. f. w. fen. rt t 
$. 25. 
Wenn U= 2. 


FU au. 
Wenn U = axt ; fo ift mem r24x? und Ie ~ c TZ ` a 


SE, AE ax" * 


d 

= n — rym-—a)ax"—3 
dx? 
KU 

TEEN IN 4 


$: 26; 
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$. 26. 


Gewoͤhnlich trägt man diefe Sage auf folgende Art vor. 
Wenn, zum Beiſpiel, U = x? und man dU, dx als miri- 
liche Griffen betrachtet; fo wird 

Up dU (x-4 dry NA + 3 xdx? + dx? 

und dU — 3x^dx + 3xdx* + dx3, 
Nun wachſe dU um die Griffe d'U, dx fey aber eine beftine 
dige Griffe, deren Werth bei allen Aenderungen, welche mit 
dU und x vorgenommen werden, nicht verändert wird. Man 
erhaͤlt mithin 
dU + d4^U — 3(x + dx +4 3 Ce dx) dx? + dx? 

c 3x^dx E Gd + 3dx 4- 3xdx^ +- 3dx3 -p dx? 

und d? U — 6xdx* + 6dx$. 
Aber od? ift, nad) dem gewoͤhnlichen Vortrage, das Produkt 
dreier unendlich kleinen Griffen und verſchwindet in Ruͤckſicht 
auf des". welches das Produkt zweier unendlich kleinen 
Griffen iſt. Man bekoͤmmt alfo 

d^U = 6xdx* 
und diefen Ausdruck würde man auch erhalten haben, wenn 
man dU = gx dx, nach der Regel des 16ten §phen differen⸗ 
zürt, dx aber als eine beſtaͤndige Groͤſſe betrachtet hatte, 

Weil alfo d U das Differenziale von dU und 6xdx? das 
Differenziale von Z dx ift; fo find daher die Namen Diffe⸗ 
renio- Differenziale und Differenzio⸗Differenzialrech⸗ 
nung entſtanden. 
Die Formeln §. 21. bis $. 25. pflegt man deswegen auf 

folgende Art auszudrücken : 

d n nr. K dx, 

BU—n.n— ai 1 — 2. * dxs, 

d*U-—mn.n— r.n-——2.n—3.x" *dx*, 

U — n.n — 1.0n—2.0n—3.0n— 4.x"7"?dx? 
u. f. w. und man findet immer die folgende aus ber vorherge⸗ 
henden, wenn man nad) $. 16. verfähret, 


$. 27, 
Man kann in jeder Funktion, jum Beifpiel, in der Fun⸗ 
ction Uzzzx" annehmen, daß ſowol U alé x gewiſſe Functio⸗ 
: nen 
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nen von der veraͤnderlichen Groͤſſe 2 ſeyn; zum Beiſpiel, 

= (a + %, x= at u. ſ. w. Ferner kann man ane 
nehmen, daß, wenn U und x nach willkuͤhrlichen Geſetzen mad 
fen, die Groͤſſe z um die beſtaͤndige Groͤſſe Ar zunehme, fo, 
daß die Werthe von £ nach der arithmetiſchen Progreſſion 

ttit, t 2A, t 37055 1 4-44", t= At u. f. w. 
fortſchreiten, indeſſen die correſpondirenden Werthe von U fols 
gende: 

U, U- AU, Daa ta, e 

u. fe. 

und die correſpondirenden Werthe von x naͤchſtſtehende: 

xy x Ax, x EA - x, x4- 34x EA 4 Ax 
u. ſ. w. ſind. 

Sind nun die Gleichungen 9 wodurch U und x 

durch t und beſtaͤndige Griffen ausgedrukt werden; fo kann 
man daraus leicht die Groͤſſen finden, welche die Mathematiker 


dx d dU d^U 
durch die Zeichen = 


4% ae ta u. f. w. anzudeuten 
pflegen. 


$. 2$. 
Oben $. 21. haben wir in die Function U — x" nach 
und nach für x folgende Werthe geſetzt: 
X L Ax, x E Ax, x-- Ax, x Alx u. f. w. 
Es iſt alſo x beſtaͤndig um die unveraͤnderliche Groͤſſe Ax gee 
wachſen. Nun kann aber auch der Fall ſtatt finden, daß ſelbſt 
Ax waͤchſt oder abnimmt, wenn waͤchſt oder abnimmt und 
dieſen Fall wollen wir hier nun naͤher unterſuchen. 
Es iſt 
= = 
t ^ D nT offre bs uis 
U = (x + Ax) x” AR —— x* ` Ax? 
1.2 


n.7] — TI . t —23 m 
——— A ete, 


ide 


7.2.3 


Differenzio⸗Differenzialrechnung. T 


1 

U" — (x 248 + 20)" 

N + hx” AN- EEE ARK an. m gr. xt Ax? 
. n.n—ı . 
ann -. a "In x --— N. Ax 
2.2 E. 
if. nals — : 
Coat & Ax? Ax 
E e oe! : 


+ 6min——r.n-—-a.x" Ax. x 
En, Poe, oe 0: a 
A. n-—:r.95—-2 
„„ Ax = ete. 
yeahs 


Ferner ift 
Dp AU = nx" 7 Ax + 


7.5—r A. 
—— X Ax? 
1.2 


N.N— 71 . 7 — 2 


* I Ax? — etc. 


+ 
Kas 242 
und 
n i ! 3 EE, 
ul Ax ＋ AN AZ x 
gi.h—r 
x" —? x? + 2n. — z. 4 Ax. ARK 
kal : 
1. — „ „ S 5 che 
WË, /fx. N Nn. ui. 12. . N. Ax 
E28 


ek 6n.n— r.n— 2.x" AN. x 

+ nn Bt Ax. Ax. x 
M.N—T.N—2 „ 15 3 
— x" 73 (WX, Vx Fe. 

I.2.3 


Daraus folgt 
Au — AU == AU = nx* Ax n. n -K HN 
E 


HH — P 
——— x"? (Y x. & dg. 1 — . u — 2.x" N 4x 
1.2 
In Ta RE 00 D ener 
Enin I n — 2 XK Ax. Ax. Ax 
eae i ENER aa 
SP Ar etc. i 
1 2 3 


Weil 
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Weil U und Functionen vont ſeyn koͤnnen; fo dividire 


; 5 f BAU = "A 
man alle Glieder mit 717^, um die Werthe von —— , —— 
de’ a 
u. f. w. zu bekommen. Es iſt mithin 
ÆU xu HN = e 
— Six EN. u T. 
At | At? At? 
Nx 
„ ATO IS E 
A 
Nn.U—I. Ax Ax? 
+- * K. H. 1-1. 1— 3. K Ax 
1.2 Za Ai? : 
gripe ZI 
F 
"ae 
cx 
- n.n—ı1.n—2.x" Ze, AE, 
Zt t? 
an — Bahr e x 
* —— x K. X. m 37816, 
282 


Wenn nun AU, Ax, At alle zugleich verſchwinden, wie ſol⸗ 
ches hier vorausgeſetzet wird; ſo iſt 


d dx £ dx d dx? 
IX. 0 x. = 0 We, or 
di? ` dı? 3 di? 3 
dx ac ux = d’x 
d’x. cig ra x. at a x. ex. Pe — 0 
und wir erhalten 
d ax dx? 
—— m u ͤ — n. Bn r. a2 
di? di? di? s 
dx* dx 


dx 
Iſt nemlic x eine Function von 2; fo find E aa? 2 
Zeichen, welche an die Stelle gewiſſer Griffen, die durch x unb 
z ausgedruͤkt find, geſetzet werden. Würden num diefe Groͤſſen 
ſelbſt vorhanden und mit dx, d’x, dx. dex, das heißt, mit 
Null multiplizirt ſeyn; ſo wuͤrden alle Glieder, in welchen ſol— 
che Factoren vorkommen, zu Null werden und mithin aus der 
Rechnung weggelaſſen werden muͤſſen. 


Hier⸗ 
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Hieraus erhellet, wie man verfahren muͤſſe, wenn man 
die Groͤſſen finden will, welche durch 

dU E aU 

dis dit? dió 
Wenn U x^; fo wich. 

PU ad 2dx? 

„ m 
Wenn U == s; fo findet man 

d  3xdx 6xdx* 

de ge eee de 

Ferner U —3 ax”, gibt 
TE z 


—— y. fe w. angezeigt werden. 


* SH ^ 2 
x 
1 — "TE 1 — 2 
— == max + m (m= D ax Ze 
dt? di? dir 


8. 29. 

Nimmt man, wie gewöhnlich geſchiehet, unendlich kleine 
Griffen an; fo kann diefe Lehre von $. 27. an EEE 
vorgetragen werden. 

Wenn, zum Beiſpiel, U = x*; fo ift U dU a x? 
-t- 2xdx dx? und dU — 2xdx + dx. 

Ferner Ur PU = a(x + dx dx + ade) 
E (di 4 ddxY* und d^U == axddx + adx^ +- 4dxddx 
+ ddx*. N 

Hier fallen die Glieder Ad dd. ddx? dias weil fie Pro⸗ 
dukte unendlich kleiner Groͤſſen in einander und mithin noch un⸗ 
endlich kleiner, als 2xddx oder adx? finds „Man erhält alfo 

d^U = axddx -- 2dx? 
welchen Ausdruk man auch bekommen haben wuͤrde, wenn man 
, dU = axdx nach der Regel des 19fen F§phen differenzüirt, 

aber dx als eine veraͤnderliche Groͤſſe betrachtet Härte, 
Die Formeln §. 27. 28. pflegt man daher gewoͤhnlich 
auf folgende Art zu ſchreiben: 

PU un, dex EA n — . d 

dU — axd’x 4 2dx? 

d^U — 3x^d'x K 6xdx* . 

EU max d*x -- m (m — ryax* d u. f. w. 

Differential Recon. & $. 30. 
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11255 er t §. 30. * 
Oben $. 17. haben wir gefunden EE! 
AU = xy +-yAx Axiy. 
Wenn wir nun annehmen, daß Ar um ax widi, wenn x 
um Ax waͤchſt, daß Ay um Ap waͤchſt, wenn y um Ay: 
waͤchſt; fo erhalten wir s 
Au DOE 
— (Ar - A’x) Ay Ay) 
oder 
AUAU = xAy 4-AxAy 4 XZY Y 4- AxLPy A- yAx 
AxAy + yx + ZA x + Asa + yx 
* A ei Be 
und x 5 : 
AU Sr + 2 F. DD ya x 
＋ 2x2’. 
Weil nun Us x, y Functionen von t feyn können, $. 27. und 
mau die Differenz von z als eine beſtaͤndige Groͤſſe annehmen 


darf; fo dividire man alle Glieder mit 1, wodurch man e 
haͤlt 


f r / iin ann EE 
; ———— a St 
At At y Z^ ZIP ZH A” 
2 Ay Y- 
L 24y. — RE. 
ly Se Ar 


Wenn nun AU, Ax, pe At alle zugleich 1 ſo 
wird 
d'U. "ad 2dx y] "yd?x 


xz dd di? ze DC Era 
E „ N 
Denn man fichet leicht, daß 2. re 2dy s 
1 


2 


uid, 
ax. — = o, ſeyn muͤſſe. 
di? : reo i 
$. 31. 
Nimmt man, wie ſonſten geſchiehet, unendlich kleine 
Griffen am, fo wird 
Pies 
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d^ Uc reci E adxd^y veo add A- yd^x 4- ps 
a Pady. 
Nun find addy, ode, und Garde Produkte der = 
endlich kleinen Griffen erſter Ordnung, nemlich. dx, dy in unend⸗ 


lich kleine Groͤſſen zweiter Ordnung, nemlich 4^x,- dir, Daz 


her dürfen diefe Glieder, wegen ihrer Unbeftächtlichfit, aus 
dem obigen Ausdruk weggelaſſen werden, und man erhält ` 
PU —— xd^y + yd x Ar A91y, . 
welchen man auch gefunden haben würde, wenn man 
(6 dU i + ydx 


pb differenz, daß mau dx, dy als wuͤrkliche und tte, 


liche Griffen betrachtet hatte und Se der Negel H. x 9- verfah⸗ 
ren waͤre. ; l 


$. 32. 
Wenn Ax cine beftåndige Griffe ift; fo erhalten wir 
2 à 2 + A 5 * 
FU 29 ade An 
Ac f Ai? 3 i ge IN at $ At 


woraus folgt 
: d xd^y 2dx dy 


r 


oder 
PU = x: Le te Adxdy. 

Iſt Ay eine beftändige Gröffe, fo erhält man 

a^ U Ze yd’x = aedy 

Beide Ausdruͤcke würde man auch erhalten haben, wenn man in 
dU == xdy + ydx 

zuerſt dy als eine veraͤnderliche Groͤſſe, dx aber als eine bez 

ſtaͤndige Groͤſſe, und dann den umgekehrten Fall betrachtet 

hatte. ; 


$. 33% 

Wenn wir bei der Function Ü — Xy auehmen daß 
nicht wedi, wenn y um Ay und U um AU waͤchſt; fo erhal 
fen wir 

AU = Eat 
Wenn nün ober » um Ax mä, wenn Ay. wm Ay . 


waͤchſt; fo folgt: 
G 2 Au 
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AU + AUS (x + ADC + IN 
wy + Ax Ay A + Ax A*y 
and e 
VARU AN A/ * EV ig my 
A’ dt AU A “A 
Verſchwinden nun Ax, Ay, At zu gleicher Zeit, fo wird 


aU’ dx: dy xd^y 1 d^y 
Se e E ax. — 
di? at at E di 
das heißt ; : 
PU dx dy agin Es ; 


FE ONAA 


2 


d 
weil de, 4 o, 


oder 
: dN dxdy Ed, 
welchen Ausdruk man she bekommen haben wuͤrde, wenn 
man 
dU — xdy 

fo differenziirt hätte, als wenn dy eine veraͤnderliche , da aber 
eine beſtaͤndige Groͤſſe waͤre. 

Wenn U — x *y, aber x nicht waͤchſt, wenn um 
Ay waͤchſt; ſondern erft alsdenn, wenn Ay um Ay wächft; 
ſo findet ſich 


d? dd: 
e ae, 
* x? 
d „ 


Weil PU — e E 27x y -A- 2AxAy 4A? x 
+ ER -E A; fo wird U + PU 
=O + Ax) Ay Ay) + 2x + T) Cy. e y) 
Hex +A x) Ay) + C + AJ MT Zx) 
CY ZZ CA 4- 8x7 + CA x + x) Ay + Ay) 
woraus man endlich findet 
QUI ddy + 2dxd^y E 2dyd^x rid 
; + dyd^x. 
Hier 
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Hieraus erhellet die id wie man d*U , dU, d. 
u. fm. fuchen, mies 
8. 35. 
Sft U — xyz; fo haben wir oben $. 18. gefunden 
AU — wAx -U 2 + Ar + z -l 
4- xAy4z + Aya: A. 
Daraus Gane man 
AUE = (z -- ADU AY At + x x) 
ës GE Ge A- CA -- 
+ G CA - Az 4 *2) 
+ CANAI + Ay) A + 6x) 
+ Cy Ay) At HL DIArH AR). 
ob (Ce + Ax) Ay + Ay Az A 
＋ 4 + Ay Ae + A nde + d 
Und endlich 
4 ̃ = zyd'x -4- SE + a pied ＋ u + xäydz 
+ xdziy + x:2d*y + 2dxdy. 
‘uF eben die Art findet man ds U, d*U m ſ. w. 
S. 36. 
m Ki 


x — 
Wenn y" — — ſo findet man x — ay und 
a 1 ` 


ddx an A dän anf n y 


ara] — ——— F — 
dt? m J at? m - dt 
an —— dd : ` 
Aber Se Au z , Daher — 
— 2 
die ae diy fa A 
dt du dt mim _ dP 
oder ; EES: 
där dæ dy an = 5 
—— e d gt — — ———-I ym — 
di? dy dt? m\ m di?^ i 
welches man gewöhnlich fo ausdruckt, 
dydax — dx: dey anfn Er 
er ay 


€ 3 Aber 


2» DifedemioeDilfrenateeriuns, 


n n n er er 
Aber d Sé? je cd ye Wd 
dv $4.2 à 
det dle zie an TN 


Auf eben die we fom man fich leicht Mea? daß 
Sech dudd : 
= E" S ée e 4 ' 3 
Iſt v Seat * ſo findet man auf eben die Art 
E ae j dæ N | dyddx — dxddy 
ess eeng se tnm Prep va 


$2. 
Wenn U 2— ax" L bar; fo findet man 
d I max" "RS m(m -—— 43) ax ür . 1 n x 
E bar ard 3 
Iſt aber Ax eine beſtaͤndige Griffes fo wird 
D sue EE oa a zT tis: rwr "de 
und t 
d? DE nn - E rm. — r D 
dz br(r — DG- neg, Ca 
u, f W. * — 
Iſt jae GL"; fo wird 
Ur Ate 4- Z6x )" (a + x p Any”. 
Und wenn Aa eine beftändige Griffe ift; fo findet man 
eu 
Ecc 
＋ Cn Bm "Get ST Amman, 

Und j 

BU $ x 

dd men — 726m 3— 22 (a EA)“ 

+ rn - 1)(n—.2) ng E A ee? 

+ a 1x" "(a-pxy—7 

-4 gman r)x" H Garn) Kë 
u. ſ. w. $ 


inmo” =? 0 2 Ier n(n-—— D] (A- EN N 


Von 


— 0 39 
ee ie 
| Von ` 


den S Differensiatien der Sins, Cofinus, 
Tangenten, Cotangenten, Secanten, Coſe⸗ 
kanten. 


% fos 


G 38. 
7 62 wir zeigen knnen) wie man Sinus, Coſinus Fig. r. 
u. fe w. differenziire, muͤſſen wir zuvor die Wahr⸗ * 
heit folgender Säge darzuthun ſuchen. 

Es ſey AMZ eine beliebige krumme Linie. Man ſetze den 
Bogen 4M — 5; die Abſeiſſe AP — x; die Ordinate PM — y. 
Wenn bie Abfeiffe um das Stuͤck Pp——/1x waͤchſt; fo wird 
die Ordinate um die Griffe m = und der Bogen AM um 
das Stuͤk Mn As zunehmen. 

Man ziehe ferner bie Sekante mM T unb in den Punkt M 
die Tangente NMS. Weil das Dreyek Ming, dem Dreyek 
MPT ähnlich ift; (o verhält fich , 

ER Ay» AX == vi (PT 
woraus folgt 


Se naͤher der Punkt m dem Sante M e deſto mehr nähert 
ſich das Verhaͤltniß MP: MT dem Verhaͤltniß MP : PS und 
deſto mehr die S Subſekante P T der Subtangente PS. Wenn 


nun der Punkt m in den Punkt M fällt, das tft, wenn Ar—o . 


PT” 


== dx und Ay = 0 = dy; fo verwandelt D die Subſekante 


si y?x 

in bie Gübtaitgente , und man erhält PT — —— SH ein allge⸗ 
y 

meiner Ausdruk für die Subtangente, in krummen Linien, 

deren Coordinaten ſenkrecht auf einander ſtehen. 

a 10 ; 5 


er 27 $ 


C 4 98. 39. 
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§. 39. 
Der Bogen Min ift allezeit größer, als die t Mm, 
eder es iſt - 
Ai > V CAx? 4- Ay?) 
welches man auch fo ausdrücken kann: 


As Ay? 

zu 2 4 $ +25). 
Man ſetze alfo, es fey 

Ar + Ay?” 

— — t= 

= vir-+ ^ 


Der Bogen Mm ift kleiner als bie finie MN, wo N der Punkt 
iſt, da die verlängerte Ordinate die verlängerte Tangente ſchnei⸗ 
det, oder der Bogen Mm ift kleiner als (4 A. qN*). 
Aus den aͤhnlichen Dreiecken Ng und MPS folgt aber 

SP:PM = Mq:qN, 
ydx ; 
oder "déer AN 
dy 


Demnach sicui; 


Es ift E. 
dy? 
«v " t 
Man ſetze UE es fey 
As y dy? 
a UNTERE Dee dx”? 


N 2 MN. 
Es iſt ato 4 — ine rdffer als E — ] und Heine 
ft alfo —— immer gebffer als „( . 4 t 
cy? 
als ^ tz) C5. 
da? 
5 ; * Je 
^ ; 
(*) „Weil x die Tangente des Winkels ift, welchen die Sehne 
„m mit der Horizontallinie Mg einſchließet, dahingegen 
e die Tangente des diem Winkels ift, welchen die Linie 
an NM: 
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Je mehr ſich aber der Punkt m dem Punkt Mnaͤhert, des 
fto mehr nähert fid) auch der Winkel mMq dem Winkel a 
oder die Grenze Vi t + =) der Grenze y (+; HE 2 


Und wenn Es o dx; fo erhält man 


wats vera) 
und ses SÉ +3) 


egent folgt 
ivi dr 2 
dx dx 
welche Gleichung unmoͤglich ſtatt finden kann, wenn nicht 
f 05 e? z—o. Man erhält alfo 


dy 
Ax =v(- A ge dr" ; 
welches man gewöhnlich fo ausdrückt ds — v (da? + dy). 
$. 40. 


Es fey nun AMNB die Hälfte eines Kreiſes; Fig. a. 
der Bogen AM — Q5 die Abfeiffe oder der Queers —— 
Sinus AP — x; der Sinus des Winkels ACM ober bie Ore 
dinate PM — y der Halbmeffer =r; fo if Wy Sara — xx. 
Daraus folgt: 


dy 5 
= — , 
dx 
: dy” rx 
un e ER 
dx? y^ ; ton 
8 3 j Vor⸗ 


„NM mit eben der Horizontallinie Mg einſchließet, fo it 
A . ay Si A . 
SE kleiner als 2: Um ar zu beweiſen, daß == Tang. 
» NMq; fo bedenke man, daß NMg—= MSP, und daß 
» SP: PM=1: Tang. MSP, de 5 1 Tang, MSP, 


n 
„ woraus folgt Tang. MSP = Tang. NM4 = T 
2 * 


42 Von den Differenzialien der Sinus, Coſinus, 
Vorhin haben wir får jede krumme Linie gefunden 
dy? } 
= (: +, ) Daher ift beim Kreis 
4 * 
»d | r^ SP X» 
nope dE 


dx SIDE 
DIE KX ar xx 


Sea 


arn -E xy 


m r 


21 — — 
arx — xs = V(Grx— xx). 
Es ift aber x der Queer » Sinus des Winkels e. und 
VY (arx—xx)=y fein Sinus. Deswegen ift 
: d r rd(Sin.v.Q).. 
: Z VH oder do — e Bis 
d Sin. v. 9 Sin. ꝙ Sin. © 
foie man es gewöhnlich ausdruͤkt, oder endlich 
do Sin. ër 
— d mod ON 


S. ; 41. - " 
Aber Coſin. — r — ae 293 daher — dCofin. ꝙ 
besteet dob n 
E: dë. à r 
— dCofin. ® Ein. S 
welches man gewoͤhnlich fo ausdruͤkt 
d Cofin. p = — ve 


und die Regel giebt: Man findet das Differenzial des Coſinus, 
wenn man das verneinte Differenzial des Bogens mit dem Si⸗ 
nus multiplizirt und mit dem Radius dividirt. 


Dieß iſt eine uneigentliche Redensart. Man ſucht die 


Sin Sd 


d Cofin. i 
Gröffe, deren Zeichen jm. e ift, und dieſe Groͤſſe finden 
; Sin. ` 
wir = — . 
r 


F. 42. 
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. N | 
Wir haben bothin gefunden, 


dy T—X i 
Keng welches man 
y 
d Sin. ® Cofin: © 

auch fo ausdruͤcken > une CES Weil aber 

do z S i po! CH odo 
rdSin.v.® we 
gibt die Regel: Das S iut des Sinus ift. gleich dem Dif 
ferenzial des Bogens, multiplizirt mit bem Coſinus, und dieſes 
Produkt dividirt mit dem Zeie, 


, 24x 
KÉ 43. 
Wenn man das Differenziale der Tangente eines Bogens 
e finben will, defen Radius — r$ fo muß man fid) erinnern, 


r Sin. $3 Sin. 
daß Tang. EST Colne Man ſetze Cofin KE fo iſt 


r Sin. 9 —y Cofin. e. ws rd Sin. S Cofin. edges dy Colin. © 


“> und man 


d > C E 2 
md t — Daraus folgt dy — do —— Obe SE mea 
C Cojin, no .— 
de sde 


d Tan: — — 
"er ofin. o „des Mën BS (Coſim. Sh 
i Das Differenzial der Tangente iff gleich einem Produkt 
aus dem Quadrat des Radius in das Differenziale der Bogens, 
dividirt Ween? das Quadrat des Coſinus. 


— tte — — — 
IL 


$. 44. 
Das Differenziale der Cotangente findet man auf eben bie 
Art, = s ift nemlich 


Cotang: = 


Y Cofin. © 
Man fe e yi fo wird v Cofin. o — y Sin. und 
Sin 


E in. O) — yd(Sin. Q) + Sin. ody, das heißt: 
| Caf ede 
— Sin. ede — mA E, —— Sin. di 


r Coſn o d T 
Sin. sen 


oder 
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oder 


ö z 34 
Lin. odo — CCofm. qp) de == Sin. Ody 


Sin. O 
4 (Sin. oy -+ (Caſin. ©) 
in. ey 


oder 
= dy 
Endlich 

rede 


dy == d(C j = eod k 
yes (nang. e) = e eCCofee.d¢° 


$. 45. 
Es ift See. geg oaks 
Mec ENE aa 
d 
wird o — yd(Cofm. e) + Cofin. ©. dy oder Se 
Sd Sec. Q). Es ift alſo 


Ti 
. d(Sec. Q) — dë m» E Tung. e Sec. 2 
- Wen TESTS „ 


§. 46. 


2 


Weil Cofee, G = ar fo findet man dCCoféc. ei 
Cotang. p. do do Cotang. p. Cofec. o 


— 
— 


Sin. O ! on? 


=e 


§. 47. di 
Um dieſen Abſchnitt mit einem Blick zu überfehen wird 
folgende Tabelle beigefuͤget. 


Es 


j Ba." PT 38 i 
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Es iſt: l Bog. 


"PACS : EN 
= erh und Sin. v. h i 
5. ed 
ibus UD 2 un Le «fme oa Seen 
Gi 
Cofin: ed 
= e und M Sin. © wu = 
Cofin. Q r 
^d Tung. 0 ` rd 
dë = Coin und a Tang. DES yr 
d( Tang.) : 
— und d Ti = a Se 4 z 
de (Sec. er unb dC Tang. €) x c) | 
d(Cotang. Q) (Sin. o- 1^do 
22 2 und d(Got. Q) zs — = 
pU 7 Ee pe e" 
i dCCotang. e 
= bd C tan —=—d 7 
ME CLA E 
„ Se c end de Str. G — Be 
Tan ng. Coſin. ꝙ ; 
sid Sec, Tang. © Sec. ©: 
PO er ee 
Lang. ꝙ Sec. p 85 j 
' Sin, $m Cotang. 4 ere 9 
E! = lai BP acc Q) und dCCofee. BS ee e 
»?d(Cofec. ©) Cot.pCofec.odo 
rm ET See .d C — — Ee oe oY 
2 Cotang. ꝙ Coſec. . c deg e y 


§. 48. 
= folgenden Beifpielen wird der Radius — z angenom⸗ 
men. Man findet demnach } 
d (Cofi. 3€) = — 30 Sin, 39 
d (Cof. mo) == — mde Sin. T» 
d (Cofin. 29) = dg Sin. 1e 
d (Sin. mp) = A COPA = 
d (Sin. 8) = dide Cofin: € 
d (Sin, 49) = dp Cofin. Ze 
dC Sin. 
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d (Sin. o Cofin.w) — Cofin. wid (Sin. €) Sin. pd Coſin. w) 
== Coſin. w. Cofin. pd. Sin. ꝙ Sin. who 
d (Sin. e" =m Sin. . d Sin. e map Cofm. in, 23" 55 
mdo 
-CGofin. e 
d(Tang. Wee w) = Tang. d( Tang. w) Tang. vw Tang. ei 
` Tang. pdw . Tahg.w.do ‘ e 
Ke — CCofin. wy? T (Oof CCofin e" 
. mo)" — nÇ Tang. mp)? ^d ( Tang. mo) 
m (Jung. mey "de, 
(Cofin. moy —— 


dC Tang. mp) = I 


u. f. w. 


^ 


* 


Bon - | 
den logarithmischen Differeniain 
C S MÀ 

SÉ Sd. 49. 


Wen X, / zwei veraͤnderliche Griffen. find, welche beide 
wachſen, ſo aber, daß ſie waͤhrend ihrem Zunehmen beſtaͤndig 
einerley Verhaͤltniß, zum Beiſpiel das Verhaͤllniß w: gegen 
einander haben, und wenn dieſe Griffen ſich zwei andern be⸗ 
ſtaͤndigen Griffen 4, B dergeftalt nähern, daß, wenn Se A 
auch y—B wird; Aa verhält ſich 

A: B > 
oder die Griffen A B haben eben das 9Secbáftnig unter cinans 
der, welches die Griffen x, y bei ihrem beiderſeitigen Wach⸗ 
ſen wiberünberlid) gegen einander behalten. 


Weil nemlich * 4: E fo Ks ons 15 Nun wol⸗ 

len wir annehmen, x fey fo herangewachſen „daß A ges 
z ay, aB —. VT aca. 

worden; fo ift A = =e weil zu eben der Zeit auch 


B geworden iſt. Daraus folgt aber a: z 4 : B. 


7$ 50, 
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8. 50» | 
Wenn x unb y während ihrem beiderfeitigen Wachſen eine. 
ander beſtaͤndig gleich find; fo iff auch a= und demnach 
A oder die Grenzen, den ſich die gleich groffe veraͤnder⸗ 
liche Griffen x und y nähern, find, unter dieſer Voraussetzung, 
einander gleich. 
: ; 
Es (ep GF eine krumme Linie, deren Ufciffen. _ Eig. 3. 
Aa, db, AB:n. ſ. w. in einer arithmetiſchen, und 
deren Ordinaten 4G, ac, bd u. f. w. in einer gesmetriſchen! re, 
greffion ſtehen. Man nennt dieſe krumme Linie die logarith⸗ 
miſche Linie, weil ihre Abſciſſen die Logarithmen der Ordina⸗ 
ten ſind. 

Nimmt man den Anfangspunkt der Abſeiſſ en in dem Punkt 
Aan; (o bedeuten die Abfeiffen auf der Seite 4B poſitive; die 
Abſeiſſen linker Hand von A aber, negative Logarithmen. 
Die Ordinate AG fe) — 7; und der Logarithmus dieſer Zahl 
gleich Null. Die Ordinaten ac, bd u. f. w. bedeuten alfo ganze 
Zahlen, fo wie die Ordinaten jenſeits des Punkts 4, eigent⸗ 
liche Bruͤche. Da ſich nemlich die krumme Linie rechter Hand 
von A immer mehr von der Abfeiffenlinie entfernt, linker Hand 
von A aber ſich derſelben ſtets mehr naͤhert; fo werden alle Or⸗ 
dinaten linker Hand von A kleiner als AG und folglich Theile 
deſſelben werden, unb da AG — 7, fo werden fie Theile der 
Einheit, das heißt, eigentliche Bruͤche werden. 


Ken 4.4 AS 
Man kann zwo logarithmiſche Linien annehmen, itn 
Ordinaten in beiden in einerlei geometriſchen Progreſſton forte 
gehen, deren Abfeiffen aber zwo von einander verſchiedene arith⸗ 
metiſche Progreſſtonen ausmachen: woraus erhellet, daß eine 
jede Zahl ſo viele Logarithmen haben koͤnne, als man nur im⸗ 
mer will. Nun kann man auch bei beiden logarithmiſchen Li⸗ 
nien eine und eben dieſelbe arithmetiſche Progreſſion beibehalten, 
aber die Progreſſion der Ordinaten in beiden verſchieden anneh⸗ 
men. Daher denn zu Einem im ſo viele Zahlen, als 
man will, gehören. 
§. $3. 
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$. 53. 
Fig. 4. Es fey vB eine logarithmiſche Linie, Die Abfeiffe 
MC fege man — x und nehme an, daß biefelbe um 
die beſtaͤndige Groͤſſe Ax wachſe, fo daß die Abſciſſen in dieſer 
Progreſſion : 
v ud X Ze, X- 20s x 4-22] X -41- 44€ 
u. fe w. fortſchreiten. 

Durch die Punkte a, c ziehe man die Tangenten Pa, Oc, 
welche die logarithmiſche Linie in z und e berühren und die Ab⸗ 
ſciſſenlinie MN in P und Q durchſchneiden. Man ziehe ferner 
die Ordinaten Aa, Ce, fo kann erwieſen werden, daß ble Theile 


der Abſciſſenlinie, welche zwiſchen den Ordinaten und Tangen⸗ 


ten eingeſchloſſen ſind, einander gleich ſeyn werden, das heißt, 
es wird P4 — QC ſeyn. Wir wollen daher beweiſen, daß 
die Subtangente in der logarithmiſchen Linie in allen Punkten 
gleich groß, oder daß fie eine unveraͤnderliche Groͤſſe fey, 


§. 34. | 

Man nehme AB — CD und ziehe die Ordinaten Bb, Dd, 
fo ift, vermige der Natur der logarithmifchen Linie B: Aa— 
Dad: Cc. Ziehet man daher durch die Punkte c, d und a, die 
gerade Linien de und da und verlaͤngert dieſelbe, bis fie die 
Grundlinie in J und p durchſchneiden; fo ift 
; qD 40 = Dd: Cc. 

Ferner pB: pA = Bb: Aa, Daraus folgt 4D: 4C = 
pB: på und gD — qC : qC = pB — p4:p4, das heißt: 
CD: qC — AB: på. Da wir nun 4B = CD — Ax anges 
nommen haben; fo ift aud) gC = A. 

Man ſtelle fic) nunmehr vor, daß die Punkte D näher an 
C, und B näher an A ruͤcken, doch ſo, daß die Linien CD, AB 
beſtaͤndig gleich bleiben; ſo iſt auch beſtaͤndig das Verhaͤltniß 
Dd: Bb dem Verhaͤltniß Ce: Aa gleich, und hieraus folgt dann 
wieder, daß 4C pd ifl, Die Knien OC, PA ſind aber die 
Grenzeu, den fid) bie Linien qC, p4 beftändig nähern, Da 
nun diefe veraͤnderliche Groͤſſen 2C, pA bei allen Veraͤnderun⸗ 
gen beſtaͤndig gleich bleiben; ſo ſind auch die Grenzen derſelben, 
nemlich die Subtangenten OC, PA einander gleich, oder bie 
Subs 


^ 
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Subtangente in der logarithmiſchen Linie ift eine beſtaͤndige 
Groͤſſe. 

: §. 55+ 


Iſt alfo x2 eine logarithmiſche finie, deren Subtangente 
= 4; fo hat man 


dx = dx 4 
——— 4 und. 
iy dy a 
| welches man gewöhnlich fo ausdrukt 
ady 


a Zn — 


y gus E 

und daher die Negel giebt: Man findet das Differenziale der 
Abſciſſe in der logarithmiſchen finie, wenn man das Differen⸗ 
ziale der Ordinate mit dieſer Ordinate ſelbſt dividiret und den 
Quozienten mit der Subtangente derjenigen logarithmiſchen Li⸗ 
nie multiplizirt, davon x und y bie Ordinaten find, Da nun 
die Abſciſſe der Logarithme der Ordinate iſt; ſo erhellet hier⸗ 
aus, wie man das Differenziale eines Logarithmen finde. 


d 
Iſt «—— 1 , fo erhalten wir dx = = und dieſe Vor⸗ 
y 
ausſetzung wird in den folgenden Sphen beibehalten, 
§.. 36. i 
Wenn x = Jog. y 5 (o findet man dx == u So ift auch 


dx dx 
d log. x == - P age = 


ayx 
dlog, (23) =d [ log. a — log. (a *) = 
d (a- x) dx 
ox RE ex b na 7 
x 


Ferner d log. mss d Clog. r — log. x) zz — —. 
x 


d log. x* — d(2 log. X) = —— 
Differential Rechn. D d iog. 
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dx 
d log. xy — d (log. x + log. j= oe. 
H 
dx dy 
di =d log. x — 1. L——-——-—. 
2 Cog. 8-4) = ST 
d d 
dlog. jae € x E, 
4, — x, — 4 — X 


; d (aa +- xx) 2xdx 
dlog. (aa + xx) 7 d 
à 44 + xx a Xxx 

dy (aa xx) ` dx 


"V (aa -A- XX) — 4a-i- XX 


dlog. y (aa A- xx) = 
Oder auf eine leichtere Art: 
dlog.v (aa-A- xx) — d| 3 log. 9 ; 


Endlich 
d log. (x"(a -A- bx" 52 n log. x +- DRS: Ca+-x”)] 
mdx pb dx 
ee dh fs t, 
x abx 


xdx 
aat xx 


$. 57. 
Es iſt nun leicht, ſolche Groͤſſen zu differenziiren, in wel⸗ 
chen die Sinuſſe, Coſinuſſe, Tangenten u. ſ. w. Logarithmen 
gewiſſer Griffen find, Wenn, zum Beiſpiel, y — log. Sin. 05 


d Sin. Cofin. od 
fo wird dy — e E Aber dSin. G = ane £ ës alfo 
Sin. S r 


d Cofin. ọdọ Cotang. odo 
y — —————. 


Mithin d log. Sin. o = 


y Sin.Q Se y^ 
age“ ES, 
| S d Cofin. 
Wenn y= log. Cofin. G; fo wird eege ? 
| Cofin @ 
— Sin. dd — 
= Cake ` = 3 DS dllog. UE 

r Colin. © 7? 


Wenn 


Beſtimmung der Subtangenten, Subnormallinien. sx 
Wenn y log. Tung. 9; fo wird i ; 
=, Tang. Be dg Sec. g «de 
201 Tango ` ung. — Tang. eCCofin.o» ney * 


ê do 
„ dogs Tange) i48 © 
Sin. G Coſin. S e 
u. f. w. i X 


e Beſtimmung 4 Bad MA 
der Subtangenten, Subnormallnien. à; 
SZ 1 


9f. dem 38. Spfen erhellet, daß der allgemeine Ausdruk fuͤr 
die Subtangente in krummen Linien, deren Coordinaten ſenk⸗ 


; e E, aed 
recht find, —— fey, Sucht man * eio aus der gegebenen Glei⸗ 


dx 
chung der krummen Linie den a Werth von 47 und ſezt enin 
y 


yax 
in dy fo findet man die Subtangente. 
d 
Bei der Parabel, wo y^—— 4x, findet man a. 
y 


d dt 2y -24% a 
r des Sito gate, 3X 


ur 4 a 
bb a 
Wenn y? — —(44 — xx) 5 fo pleases oY Gay 
ydx — aay? — 44 aa 
Si ee — X Xx —— 
dy bbx x x 
§. 59. 


Auf bie Sekante MT ziehe man die Senkrechte Fg. 7. 
MR, und auf die Tangente MS die Senkrechte 
MK; fo ift MK die Normallinie und PK die Subnormal⸗ 
linie. Es verhält fid) : M9 — MP: PT. Da aber das 
Dreyek MPT dem Dreyel PMR ahnlich ift, fo erhalt man 
MP: PT PR: MP 
D2 i: unb 


' 


52 Bou dem größten oder kleinſten Werth 


und demnach auch 
mq: Mq — PR: MP 
oder Ay:4x—PR:y, 
s Ay à 
woraus folgt PR =y —. 
Ax 


Je naͤher aber der Punkt zi dem Punkt M kommt; deſto mehr 
naͤhert fid) auch der Punkt R dem Punkt K, und wenn m in M 
fällt, das heißt, wenn Ax — o —— dx, und mithin auch 
Zy — o — dy 5 fo verwandelt fic) PR in die Subnormallinie 


d 
PR — ys welches ein allgemeiner Ausdruk für die Sub⸗ 
* b 
normallinie in krummen Linien iſt, deren Coordinaten ſenkrecht 


1 4% 
et einander fteben. In der Parabel ift any == 14, und in 


ber enone en — — 
aay 


3 kann man nunmehro leicht die Normallinie MK 
finden. In der Parabel iſt, zum Beiſpiel, MK — y (ax -+ 14?) 


u. f. w. 
i Von 

dem groͤſten oder kleinſten Werth 
einer Function. 


pra *. 


60. 


Ene der wichtigſten und ſchoͤnſten Eeer der Differenz 
zialrechnung ift bie Methode, den gröften oder kleinſten Werth 
einer Function zu finden. Ihr Nutzen verbreitet ſich über alle 
Theile der Mathematik und durch ſie ſind ſehr intereſſante Erfin⸗ 
dungen gemacht worden. Ehe wir aber dieſe Lehre ſelbſt vor⸗ 
tragen, ift es nöthig, einige Saͤtze voran zu ſchicken, ohne wel 
che ſie nicht gruͤndlich abgehandelt werden kann. 


§. 61. 


einer Function. 53 
$. | GIf TR 

Es fey die Function Y x" (a-1-20" gegeben. Wenn 

man die erſte, zweite, dritte u. ſ. w. Differenzialien dieſer 


Function in der Vorausſetzung ſucht, daß Ax eine beftändige 
ante ſey; fo finder man 


22 "(a xY ux" (ar XY 77. 

dy — m * — 2 | 

p nim — 1x" i — x" (ax) 77 
Tann atx)". 


du j = d 
wu "m—:)Xm— 2 ee) 


+ n(n— ] - a xy 75 
Ja — rx” ` 
F gmna — rx" (ATN. i 
Man findet d 
GM — Cx H- ZixX)" EK + Ae 
-— Lë N- EA (EA E i — 
＋E mx” ` "Lat 
n(n— 7) 


Ca Xu 


mn) m; mor 

LE e 

mem — ı)(a+x)” 
722 


n(n— 1)(n— ar 7. 


yraa 


2 2. i 
gmn(n— z)(a ATA T 
TIU ALS . x? A- etc. 
mem a4 3)" * 
\ Tee 
m(m— rm Saar? 


REN Le 


1.2.4 


wt 


D 3 ' wor⸗ 
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noraus folgt: ; 
» i^ dy Ax? d'an dx diy 

/ SEHR , —— ——,.— etc. 
PECES e de peer dx? Ee, ug = 
Das Geſetz, welches in dieſer Reihe ſtatt findet, faͤllt ſo⸗ 

gleich in die Augen. Die folgenden Glieder werden fen: 
Axt ` d'y pad d5y Zx$ de l 
1.2.3.4 dx" 7.2.3.4.) dx?” 7. 2.3.4.6 
Daher iſt uͤberhaupt , 
aa ad Ax? dy Ax) By ` Aer d'y 
, =4x— 4-—.— E x 
77 7.2 ae uS dx3 1.2.3.5, det 

In eine ähnliche Reihe läßt fid) überhaupt die Function 

K "Ca Ex)" auflöſen. 


§. 62. 


—— 
eee 


d 
Wenn y — ax" + bax’ ; fo ift z = max" ＋. brxr—* 
x 
d’y 
dx? 
49 
ds =m(m —rYm —2)ax" 3 + br(r — ierg u. ſ. w. 


= PAP 7) ax Auer? 


Da nun yp Ay = a(x + Ax)” 4b Alen 
a, ram", ae 


am(m — n 2) 


1. 2. 3 
br(r — rXr-— 2) 
+ —————————— 


1 2 2 3 


ae: 


xr 3 


dx 2 dæ .. 3 dx 
Ax” d^ 
ge 25 
; 1.2.3 n dx Wenn 
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Wenn, zum Beiſpiel, y ax bs; fo findet man 

2 Ax? d^y Ax? ds 

= —.— + ge 
y+ Ay — YARN ed c dad 7.2. dei 

Sft yan? + "ree fo wird ebenfalls 

2 > dy Ax? d Ax? d3g 
-A. . a t 
x 


; r.2, dx? 1.2.3 dx? 
und fo in andern Fallen auch. 


§. 63. 

Nach dieſen vorlaͤufigen Betrachtungen ſchreiten wir nun⸗ 
mehr zu der Abhandlung felbft. 

Wenn eine Function von x bis auf einen gewiſen Grab 
von x gu- und von da wieder abnimmt; ſo hat die Function 
einen groͤßten Werth. Derſelbe muß alſo ſo beſchaffen ſeyn, 
bag, wenn man in die Function ſtatt x ſetzet x4-Ax oder 
x — Ax , beidemal ein kleinerer Werth herauskomme, Ax mag 
ſo klein ſeyn, als es nur angenommen werden kann. In die⸗ 
ſem Fall ſagt man, es finde ein Maximum ſtatt. Nimmt 
aber die Function bis auf einen gewiſſen Grad von x ab, und 
waͤchſt ſie von da an wieder; ſo ſagt man, ſie habe einen klein⸗ 
ſten Werth, es finde ein Minimum ſtatt. Werden in dieſem 
Falle die obigen Subſtitutionen vorgenommen; ſo muͤſſen beide⸗ 
mal groͤſſere Werthe herauskommen. 

Die Ordinaten im Kreis und in der Ellipſe wachſen, bis 
jene dem Halbmeſſer, dieſe der halben kleinen Axe gleich ſind. 
Jenſeits dieſer Punkte nehmen die Ordinaten in beiden Linien 
wieder ab. Daher find dieß Beiſpiele für den erſten Fall, für 
das Maximum, und die Gleichungen K» — 2 e = 
und x= 60 — y Beiſpiele fuͤr das Minimum. Get 
man nemlich in bie erſte Gleichung x=; ſo findet man y— 2. 
Sezt man aber zuerſt ftatt eine groͤſſere, dann auch eine klei⸗ 
nere Zahl; fo findet man beidemal für y einen groͤßern Werth. 
Gleiche Bewandtniß hat es mit der zweiten Gleichung. Sezt 
man x—-5; fo wird y= 35. Jeder andere Werth von x 
giebt aber einen groͤßern Werth für y. 


D 4 F. 64. 
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Së §. 64. 

In dieſem Abſchnitt werden wir zeigen, wie man den 
groͤßten oder kleinſten Werth einer Function finden und woran 
man erkennen koͤnne, ob der gefundene Werth der groͤßte oder 
kleinſte der vorgegebnen Function ſey, dabei aber unſere Unter⸗ 
ſuchungen nur auf ſolche Functionen einſchraͤnken, in welchen 
Ein Werth von zu Einem Werth von gehoͤret. 


§. 65. 

Wenn nun y eine ſolche einfoͤrmige Function von x ift; fo 
findet man folgendergeſtalt, wenn dieſe Function einen größten 
oder kleinſten Werth hat. Wenn x A- Ax ſtatt x geſetzet wird; 
ſo verwandelt ſich die Function y in 


A dy Alx dy Ax? dy z Zx* d 
"UE “dx ra dx? Ze dx? 1.2.3.4 dxf 
Aa? ds 


7.2.3.g.5 ax? 
Und wenn ac — Ax ſtatt x geſetzet wird, in 
2 dy s (dx? d^y dx? ds N ay 
— ER 
x dx rna de 1.9.3 de pag der 


$. 66. 


In dem Fall, day ein Größtes ift, mug alfo ſeyn 
dn Ax? d'y Lx? dy Axt dën 


es dx 55 1.2 dx? er a 24 "de 
Ox? d$ : 
8 Ee C, 
120 dx? 


und 
dy Ar dn we Py Axt dty 
nn — — 
e dx 2 dx? 6 FE ie 24 dxf 


$. 67. 
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$. 67. 
Wenn aber y ein Klemnſtes iſt; ſo muß ſeyn 
Ax? dy Ax? dy Axt By 


5 5 
A E ir A 
120 ; 
and 
dy Ax? dy Ax dën IE dy 
8 dx? 6 dé 24 dai | 
. Ax? d5y 
D — — — etc. 
720 dei 
S. 68. 


i Die Grifle Ax kann man fo klein annehmen, daß bie 
Summe der Glieder 

Ax? d AR dn 

2 dei 6 de 
welche auf das zweite Glied folgen, kleiner iſt, als dieſes zweite 


dy. 
Glied. Wenn alfo 4 — das Zeichen einer pofitiven Griffe iſt; 


ſo iſt die Reihe 
e 
dx 2 sax 6 des i 
olniceitig groͤſſer als 7. Die andere Reihe 
A ‘dy, Ar dy Ax dy 
pri uen Tta IE de 


aber kleiner als y. 


-r eic. 


d f 
sf x das Zeichen einer negativen Gröffe, fo erhält man 
x P 


bie beiden Reihen 
dy Zei d'r Ax dy. 
—.— — etc. 


dx 2 dé 6 de 
D5 und 


y -> Ax. — 
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und n 2 

dy Ax? d dx? dy 
ne a T Odes NE. 
von welchen bie erſte Reihe kleiner und die zweite griffer als y 
iſt, weil Ax ſo klein angenommen werden kann, daß die Sum⸗ 
me der Glieder, ſo auf das zweite folgen, kleiner als dieſes 
zweite Glied iſt. 
Daraus erhellet, > : weder ein Größtes noch ein Reins 


fies ſeyn koͤnne, fo lange Z eine wuͤrkliche Groͤſſe anzeigt. 


§. 69. 


ae 
Wenn aber die Groͤſſe, deren Zeichen = ift, gleich Null, 
< x 


d d 
welches man dadurch anzeigt, daß man = gleich Null ſetzet, 
d^i x 
und = das Zeichen einer pofitiven oder negativen Griffe ift ; 
fo erhält man die beide Reihen, t 
"ua d^y — ate ZY «a d*y Ze, ax ey 
: HD dx i s dg 24 dx* 720 dx 
und 
TE ea ty ae Oy 
e d 24 "dx + ee 
Iſt nun Ax wiederum fo klein angenommen worden, daß 


die Summe der Glieder, welche auf das Glied T . 5 fol 

gen, feiner ift, als eben dieſes Glied; ſo ſind beide Reihen 

groͤſſer als y, wofern EA eine pofitive Griffe anzeigt, und in 
dieſem Fall hat die Function y einen kleinſten Werth. 

Iſt aber = das Zeichen einer negativen Gröffe, fo find 

beide Reihen kleiner als y; folglich ift y ein größtes. 

d §. 70. 
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"SS vos 
Sit aber auch die Griffe, deren Zeichen — = i 4 don 


Ki 


dx? 


Null, welches angezeigt wird, wenn man gleich Null 


ſetzet, wodurch man erhält 
4 ae d3y q A CH diy y e dy d'y ek 


eic. 
Em TE e addi i20 ae . 


unb t 
dei ey ＋ ast diyo Ale? d5y — Gei : 

opp 6 x S 24 "daf ＋ 720 dx Kos 4 
fo ift die erſte Reihe geöffer und die zweite kleiner als y, wofern 


d Br 

as eine poſitive Gröffe anzeigt. s 

dx3 X : 
d3 


Zeigt aber « eine negative Griffe an; fo ift bie erſte 


Reihe kleiner und die zweite geöffer als y, weil Ax fo klein anz 
genommen werden kann „daß die Summe der Glieder, welche 


* d3y 
auf das Glied 2 folgen, kleiner iſt, als eben dieſes 


Glied. In beiden gët hat alfo die Function weder einen 


groͤßten, noch kleinſten Werth. 
d? d 
d So, aber eine wuͤrkliche Groͤſſe an⸗ 
dx? dx* dty 
zeigt; fo find beide Reihen griffer als y, wenn ae eine pofi 


Wenn 


di 
tive Griffe und beide Reihen kleiner als y, wenn a eine ne⸗ 


gative Groͤſſe anzeigt, weil Ax fo klein angenommen werden 
kann, daß die Summe der Glieder, welche auf das Glied 
Axt dt 


y 
ws def folgen, kleiner ift, als eben diefes Glied. 


Wenn 
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4 
Wenn LL das Zeichen einer pa tiven Groͤſſe ift, hat die 
Function einen kleinſten, und wenn —— das Zeichen einer ne⸗ 
gativen Gröffe ift; fo hat fie einen größten Werth. 


$. 71. 


Aus dieſen Betrachtungen, welche man ohne Schwierig⸗ 
keit auf noch mehr Glieder ausdehnen kann, folgen dieſe 
Schluͤſſe: Wenn eine Function einen groͤßten oder kleinſten 


dy. 
Werth haben ſoll; (o muß bie Griffe, deren Zeichen = ift; 
gleich Null ſeyn. 


TEN LU E ET ^ 
Zeigt qs eine poſitive Griffe an; fo ift y ein Kleinſtes. 


; (o ift y ein 
Groͤßtes. 
2 3 


Wenn —= 0, hingege 


anzeigt; fo findet weder ein Größtes noch Kleinſtes ſtatt, tern 

gleich 75 — o. Daraus erhellet mithin, daß nicht allemal 
ein ec oder Kleinftes fiat finde, wenn A o; fonder 
bag 7 Era ſeyn müͤſſe, wenn ein Groͤßtes oder Kleinſtes 
ſtatt Sa fol. 


wa EH dë ` SE 
Iſt 4870 aber 5 poſitive Groͤſſe; fo ift y 
ein Kleinſtes, und wenn a eine negative Gröffe ift fo ift y 
ein Größtes. 
Das 


^ 
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T d'y d; e 
Das Kennzeichen des Groͤßten ift, wenn 3e 


oder überhaupt = „wo am jede gerade Zahl bedeutet, eine 


negative und das Kennzeichen des Kleinſten iſt, wenn 
d'y dy sue a Ke 

RE n ü — eine poſitive Groͤſſe ift. 

2 ad oder uͤberhaupt de f d 


$. 72 gir 

Das Verfahren, wodurch man den größten oder kleinſten 
Werth einer Function findet, beſtehet alfo darin, daß man bie 
gegebene Function bifferengüre, und die Gröffe, deren Zeichen 


E ift, gleich Null fehe, aus diefer Gleichung aber den Werth 
Ka 


von x fuhe. : 

Gewoͤhnlich bedient man fic) des Ausdruks: Um den 
groͤßten oder kleinſten Werth einer Function zu finden, ſetze man 
das Differenzial derſelben —o. Dieß fuͤhret auf die irrige 
Vorſtellung, als wenn das Differenziale einer Griffe nicht an 
und fuͤr ſich ſelbſt Null waͤre, ſondern erſt bei Aufſuchung des 
groͤßten oder kleinſten Werths einer Function, der Null gleich 
geſezt werden muͤſſe. Deswegen fage ih ausdruͤklich, daß man 

/ d 
in dieſem Falle E =o ſetzen müffe, aber nicht dx o bep 
fyc cå 
$. 73. EN 

Um dieſe Methode in ein helleres Licht zu fe&en, werden 
einige Beiſpiele, welche aus der niedern Geometrie hergenom⸗ 
men ſind, beigefuͤget. : 

Zuerſt fe) die Frage vorgegeben: Eine gegebene Zahl a 
Rin zwey Theile zu zerlegen, davon das Produkt dieſer Theile 
ein Groͤßtes werde. Es fey x der eine Theil; fo iſt der andere 


d 
4— x und ihr Produkt = o — xx——y. Folglich 75 
ddy „ 
4— 3x und gr Alſo hat dieſe Function einen 
"E 
größten 
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erößten Wesch und derſelbe findet ftatt „wenn x £, Dee 
a? 

ber ax K . Das groͤßte Produkt unter vul Theilen 

a & und x, der Größe a, ift alfo das Quadrat ihrer Hälfte, 


à $. 74 

Dieſe Frage kann allgemeiner fo vorgetragen werden: 
Man foll eine gegebene Größe a in ſolche zwei Theile zerlegen, 
daß das Produkt von einer beſtimmten Dignitaͤt des einen Theils 
in die nemliche oder in eine andere Dignitaͤt des zweiten Theils 
ein Groͤßtes werde. Es fey x der eine Theil und m der Ex⸗ 
ponent der Dignitaͤt, zu welcher er erhoben iſt. Der zweyte 

heil ift alfo 2 — x und u fey der Exponent feiner Dignitaͤt; 
o iſt das Produkt dieſer Theile 
( 

woraus folgt 


d : 

Á < ge la). HE e EE E 

‘ * 
und mx" ( — x)” — n (a — xy'-* ; 
oder m (a — x) = nx ; 

ma l 
endlich aX 
: in En 


$. 75. 
Tig. 5. Wenn bei Beſtimmung eines groͤßten oder kleinſten, 
durch den Werth, der für die veränderliche Grife 
gefunden wird, daß Größte oder Kleinſte ſelbſt eine vere 
neinte Groͤſſe wird; ſo folgt daraus, daß daſſelbe nicht fuͤr deu 
gegenwaͤrtigen Fall, ſondern für den gerad entgegen geſezten 
gehoͤre, wo die entgegengeſezten Bedingungen ſtatt finden. 
Wenn man, zum Beiſpiel, die Linie AB dergeftalt in dem 
Punkt C theilen ſollte, daß das Quadrat von AC, dividirt mit 
C, den kleinſtmoͤglichen Quozienten gebe; fo fei die gegebene 
Linie IB Da, AC —x; fo ift BC— 4 x, und ber Quozient 
x? 


=y, woraus folgt (aa - x)x o. Dieß giebt, 


Lr. 
A—X 
{ entwe⸗ 
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entweder xo; oder x— 24. Wenn man den zweiten 
Werth i hy 


— ga. ^ Së gehdret alfo uicht fuͤr den gegenwart 
gen Fall. Wenn man den Ausdruk * aa näher, betrachtet, 
fo findet man, daß der Punkt C nicht zwiſchen 4 und B liegen, 
fondern, daß mam die Aufgabe nur alsdenn aufibfen könne, 
wenn der Punkt C auf ber Verlängerung von AB, jenſeits B 
liegen ſolle. Wenn nemlich AC =x; fo ift BC nicht mehr 


; ftt, ſo verwandelt ſich dieſer Quozient in 


Sa, ſondern =x, und der 8 = d 
* — 
Daraus folgt aber x? — Bx —ps ober Nds und. dieß 
in die Formel geſezt, giebt 4a, welches der kleinſte Quozient 
iſt, den man erhalten kann, wenn man 44^ mit a dividiret. 


8 Ke 76. 
Man ſoll, unter allen Linien, bie man durch einen gege⸗ 
benen Punkt in dem Winkel 450 ziehen kann, die Lage derjeni⸗ 
gen beſtimmen, welche mit den Seiten dieſes Winkels das 
kleinſtmoͤgliche Dreieck einſchließet. : 
Man ziehe durch den Punkt D die Linie DG mit Fig. 6. 
AB parallel, und durch eben diefen Punkt nach Will⸗ 
kuͤhr die Linie EE. Auf BC ziehe man die Senkrechte DK und 
aus eben dem Punkt E, wo EF und AB ſich ſe chneiden, die 
Senkrechte EL. Die Linien BG, DK werden als bekannt an⸗ 
genommen. Es fey BG Da, DK— b und BF— x. 
Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke BEF, GDF folgt 
GF: DF BF: EF 
und aus der Aehnlichkeit der Dreiecke DEX, ELF erhält man 
DF: EF=DK:EL 
oder F. BF— DK: EL 


T 


$ bx 
das heißt x—a: X H 
X-——44 
Der Innhalt des Dreyecks BET 
bx x Tb 


— MÀ 


X — 4 2 OR 
i wor⸗ 
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woraus man durch bie Methode des Kleinſten erhält 

d x 24 s 
Nimmt man alfo BF— 22 — 2BG; ſo ſchließet die Linie FDE, 
die man durch die Punkte D und F ziehet, mit den andern Geiz 
ten das kleinſtmoͤgliche Dreyeck FBE ein, 


$. 77. e 
Fie 7... Von allen Dreyecken, welche einerlei Umfang und 
einerlei Grundlinie haben, dasjenige zu finden, 
welches den groͤßten Innhalt hat. 
Es fey AB Va und der Umfang des Dreyecks ABC, Dc. 
Man ziehe die Senkrechte CP und fee AP—x, CP=y; 
fo it PB—a-—x; AC C AL yy); und CB 
— p (aax ZW) Demnach erhaͤlt man 
V/ Gre + yy) e (a au. E EY ae 
oder 
RE a. V/ (a? — zax Hr 4-9^) — c-—4 
und aus dieſer Gleichung folgt 
ct — a +- 44^ 0 g — 40 x^ — ga^cx + gacx? 


2 


en 4 N —Sac 7 
Der Zug des Dreyecks i m wenn ein Gogo 
mg i ift duis y ein Groͤßtes. e ift aber 


4 TC GC ga 
woraus man findet 
AC — Sac - Bate TC M* oO 
Dieſe Gleichung iſt Null, wenn 
4 — $a^cx c0 
und 
16a°cx — Sate — 0 
woraus folgt x — Xa. í 
Daher ift das geſuchte Dreieck gleichſchenklicht. Auf die Mitte 
der Linie AB ziehe man eine Senkrechte und beſchreibe aus dem 


4 
einen Bogen, wel⸗ 


cher 


9 
Punkt B und mit einem Halbmeſſer = 
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cher jene Senkrechte in dem Punkt C ſchneidet. Wenn man nun 
die Linien CB und CA ziehet; ſo erhaͤlt man das Dreyeck „ pe 
ches unter allen Dreyecken von einerlei Zeg und Geundlinie 
den größten Inhalt hat. ' l 

Kë 78. f 

Und uͤberhaupt, wenn man unter allen Drepecken von ei⸗ 
nerlei Umfang dasjenige finden ſoll, welches den groͤßten In⸗ 
halt bat; fo bemerke man, daß allezeit AP — x — Fa feyn 
muͤſſe. Deßwegen erhaͤlt man ; N her 


und yy. 
Und weil daſſelbe unter alien Dreiecken von einerlei iru ben 
größten Inhalt bat; fo muß man — di =— = fo dif⸗ 
ferenziiren, daß man nur 4 als eine veraͤnderliche Bai? bes 
trachtet. Da erhält man 
V —2ac) — 
gëer "e 3 2 0, 
endlich a 7 
Vorhin haben wir gefunden & = 2a und da 4 — f GO 


ac 


v (e — 240) = - 


folgt daraus, daß das Dreyeck gleichfeitig ſeyn muͤſſe. Von 
allen Dreyecken, welche einerlei Umfang haben, iſt alſo das 
gleichſeitige dasjenige, welches den groͤßten Inhalt hat. 


§. 79. 

Unter allen Parallelepipeden von gleichem Inhalte A7 und 
einer gegebenen Seite a dasjenige zu finden, meines die lleinſte 
Oberfläche hat. 

Es fey x die eine geſuchte Seite; fo ift ar dem Inhalt eie. 
ner Seitenfläche gleich, welche man als die Grundflaͤche bee 

e Rechn. € trad 
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T d e 3 

trachten kann. Dividirt man J? durch ax, fo hat man 25 
se ax 

für die Höhe des geſuchten Parallelepipedums. Man multiplizire 

diefe Höhe nach und nach mit a und mit x; fo erhält man zwo 

Produkte, deren Summe der Haͤlfte der Seitenflaͤche gleich iſt. 

Daher iſt 

i 23 Ai 


ax 4-— + — 
ae 
die Hälfte der Oberfläche. Und man finder 
B 
um Xu y — 
. AX s 
A P Es: B 
Die eine Seite ift demnach — a und eine jede der beiden 
andern = y/—. 
a 
Ke 80. 


Unter allen Parallelepipeden von gleichem Inhalte 53 das: 
jenige zu finden, welches die Eleinfte Oberfläche hat. 
Wenn eine Seite — x; fo ift eine jede der beiden andern 


l 


= = wie aus dem vorhergehenden erfe'fet, Daraus fin⸗ 
det man die ek Goar des Parallelepipedums — 
B 
cam Im Ve Ver 


dy Zo b3 | 
die, ^ Tie VN x T | 
x^ zb | 
xt — bx 
xb 


" 


unb y. =, woraus folgt, daß der Würfel die pun 
Hberfläche habe, 


6. GI. ' 


ae QC PN e + a a ai wu ` "WE <a Se 
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S8. 81. 

Wenn der koͤrperliche Inhalt eines mit Waſſer angefuͤllten 
cylindriſchen Gefaͤßes gegeben iff, und man nach ben Ausmeſ— 
ſungen deſſelben fragt, damit es eine gegebene Menge Waſſers 
enthalten finne, wenn die innere Oberflaͤche des Cylinders bie 
kleinſtmoͤgliche fein foll; fo fey a? die gegebene Menge Waſſers 
oder der Inhalt des Gefaͤßes, x ber innere Durchmeſſer, z die 
innere Höhe und das Verhaͤltniß des Durchmeſſers zur Periz 
pherie r : c. : " 


67 


„2 


cx 
Die Grundfläche des Gefaͤßes ift alfo =— — 5 dev koͤrper⸗ 
liche Inhalt deffelben — 4? und die innere Oberflaͤ⸗ 


è ga? Eu 
S 3 E und cz == ——. Dahe 
che —exz. Es ift > F her ift 
3 2 


e 44 ex 
bie geſuchte Oberfläche — ei SE 


welche ein Klein⸗ 


fies ſeyn ſoll. Man erhaͤlt demnach 
: 448 cx 


oder — 443 4-—- == 0 
2 


und Biesen Se 


Die innere Höhe des Gefuͤßes muß demnach dem Halbmeſ⸗ 
fer der innern Grundfliche gleich en, Alsdenn iſt die kleinſte in⸗ 


f a 
nere Oberfläche = f 


cx? 3 3 3 
ec -aai/ cm 3a" V e. 
ar ee 


€ 2 8. 82. 
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ot 8m 


Anker allen Parallelepipeden von gleicher Oberfläche und 
Hoͤhe dasjenige zu finden, welches den groͤßten Inhalt hat. 

Es fey h bie Höhe und cc die Oberflaͤche des Parallelepi⸗ 
pedums, x und y aber die Seiten des Rechtecks, welches des Pa⸗ 
rallelepipedums Grundflaͤche iſt. Die ganze Oberflaͤche beſtehet 
aus ſechs Rechtecken, davon zwey „ zur Höhe und x zur 
Grundlinie, zwey andere ebenfalls k zur Höhe und y zur Grund⸗ 
linie, und endlich die zwey leztern K zur Grundlinie und / zur 
Hoͤhe haben. Die ganze Oberflaͤche iſt alſo 5 

2hx E ahy + 2xy — ec 


co 2 
; a Lx) : 
Der koͤrperliche Junhalt des Parallelepipedums aber =v=hxy 
hecx — 2H e folgt: 
GERI woraus folg 
2Ch+x)Chee— gk y) ge & — ah’x?) dv 


— <= 


Jb Pay J dx 
oder Ch 9) Ghee — glx) = hees = al? 2c? 
Kee — 49x Saha 


Endlich 
: cc 
x - y (e +— 
Ee 2 
davon nur das obere Zeichen hier gilt. 
d CC 
Es ift x? E 2hx — —. Daher ift auch 
2 
x? ＋ 2hx = hx E hy -- xy 


; h 
und y= x = — 
Ch + xy 
Mithin erhalten wir 
v = hay — hx", 
S. 8 3e 


Wenn man nun nad) der Höhe fragt, welche das Paral 
lelepipedum haben muß, damit có den größten Inhalt unter 
: alfen 


einer Function. TENE 


allen den erhalte, welche mit ihm einerlei Hberfläche haben; 
fo weiß man ſchon, daß der körperliche SSC beffelben E 
hx? — v. 


Nun iſt aber 
cc. 
ata — ahy E Ber 


Me. 
8 — i. . GE ger 


Lu als à 
ne = = SE je 


daher 


; ah? 
6h? — I? --— 29 — 


E ACE Ir + ea 
Diefe Es aufgeloͤſet, findet man 


js 
36l* +- 6l? c dem — 16h + Sec + T- Eé 
f Expo: 

obet 

ct 4¹⁰ 

"4 — Sie 4-— = — und 
4. € 
icd 


: bai e 2 ` Si : 
AN — alte? 4- + alf? — It F = 4h 


6 


das heißt h? SE Se oder 
| E 
Wl == —. S ift ie jue 
6 
Weil gh? — — fo ift x? ＋E hr 31^, woraus folgt 


122 Daher ift v l x. 1 
€ 3 Unfer 
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Unter allen Parallelepipeden von gleicher Oberfläche hat 
alſo der Wuͤrfel, deſſen Seite die Quadratwurzel aus dem 
ſechsten Theil dieſer Oberfläche iſt, den größten Inhalt. 

§. 84. 

Eben ſo verfaͤhrt man, wenn man folgende Aufgabe auf⸗ 
loͤſen ſoll. Unter allen geraden Cylindern von gleicher Ober⸗ 
fläche denjenigen zu finden, welcher den größten Inhalt hat. 

Wenn x ber Durchmeſſer der Grundflaͤche und y die Höhe 
des Cylinders iſt; fo ift, wofern ric das Verhaͤltniß des 
Durchmeſſers zur Peripherie, die ganze Oberflaͤche 

cx? 
== x — == bb. 


2 x? / 
Der Inhalt des Cylinders = v = Er Folglich, da 


‘ ex 
c — bb — s 
s bb x 
fo ift 33 
; EE 2 
: cee bbx cx 
und SS eS 
2 2 4 
bb ex? do 
Mithin 5 
2 4 dx 
rc Rb : 
X zx d 
3c 


26 
Man findet leicht y? — €] daher ift x — y. 
3 H 


Unter allen Cylindern von gleicher Oberflaͤche hat alſo der⸗ 
jenige den größten Inhalt, deffen Höhe dem Durchmeſſer feiner 
Grundflaͤche gleich iſt; und umgekehrt hat derjenige Cylinder 
unter allen Eylindern von gleichem Inhalt die kleinſte Oberfläche, 
defen Höhe dem Durchmeſſer feiner Grundfläche gleich ift, 
In Moͤrſern mit cylindriſchen Kammern, deren Laͤnge ih⸗ 
rem Durchmeſſer gleich iſt, wuͤrkt alſo das Pulver am wenig⸗ 
ſten auf die Seitenwaͤnde der Kammer. 


p^ $. 85. 


einer Function, 5n 

"sim : $. $5. l ; 

. Die Aufgabe, unter allen Parallelepipeden von gleicher 
Oberflache dasjenige zu finden, welches ben Greg Inhalt 
hat, habe ich alsdenn erſt aufgeldſet, nachdem ich dasjenige 

gefunden hatte, welches mit andern einerlei Oberflaͤche und 
Hoͤhe hat. In der That iſt es auch leichter, wenn man bei der 
Auflöſung einer Aufgabe von dieſer Art im Anfange nur die 
kleinſte Anzahl der veraͤnderlichen Groͤßen, nach und nach aber 
auch eine jede andere Größe, welche man vorhin als beſtaͤndig 
betrachtete, veraͤnderlich annimmt. Wenn man, zum Beiſpiel, 
eine gegebene Zahl in ſolche drey Theile zerlegen wollte, daß 
das Produkt dieſer Theile ein Größtes wird; d PS man 
folgendergeſtalt. 

Wenn 2 die gegebene Zahl und x, y die Theile e ER in 
welche fie zerlegt werden foll; (^ ift a = - der uns 
und das Produkt aller drei Theile iſt 

axy EN — xy?. a 
Statt x und y zugleich als da Größen zu betrachten, 
will ich mt nur x als eine ſolche annehmen. Da finde wa 
ay — axy — y^ = 0 

unb x —3X(a-—9)s 

woraus folgt 3 magie? 

asy <= x7y == my? = dei A 9 

Nun differenziire ich ſo d daß i) y veränderlich ame, und 

erhalte T 

; 4 Be 

woraus y—Fa gefunden wird. Daher ſind die x ZEN 

ren unter fid) gleich und ein jeder — 34. 


— — — 
— — 
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* Von x 
dem Holbmeſſer der Krümmung. 
id $41 $. 86.1 


Big an ow fey SMT eine gerade Linie, wehe eine ge⸗ 

wiſſe krumme Linie AMN in dem Punkt M beruͤhret. 
Man gehe die Linie MB und mit ſolcher, in einer beliebigen 
Entfernung Pp die Linie TK parallel, welche die krumme Linie 
in zu ſchneidet. 

Zu Tn, TM ſuche man die dritte geometriſche Propor⸗ 
sional »Gröffe und nehme an, diefelbe fey — TK gefunden 
worden. 

Man ziehe ferner die finie MD in M auf ST ſenkrecht 
und verzeichne uͤber der Sehne MB einen Kreiß, welcher die 
krumme Linie AN in M beruͤhret. Man theile nemlich bie 
Sehne MB in zween gleiche Theile, errichte darauf die Senk⸗ 
rechte Pu; fo ift der Punkt C, wo ſich Pu und MD durch⸗ 
ſchneiden, der Mittelpunkt dieſes Kreißes. 

Entweder iſt die Linie TO, welche den über der Sehne 
MB beſchriebenen Kreiß MRO in R und Q fehneidet, griffer 
als TK ober fie if Heiner als TK oder endlich es ift TK — TQ: 


Fier — 


En 
au" 


ups € i$ dug nS... 7. 
Der Vorausſezung zufolge verhält fich 
Tm: TM = TM: E 
woraus folgt a= 
DM Tm. TE” 
Mit der finie MD ziehe man die Parallele TL. Weil nun 
MT den Kreiß in M beruͤhret; fo ifty aus der Natur des 
Kreißes, 
(TM = IH. TL, 
aber es verhält fih -~ 
TH: IB== 70: Tb 
i wor; 


Bon bem Halbmeſſer der Krümmung 73 


woraus folgt pes 
TH.TL=TR.T. 
und alfo 
: CIMJ => TR.TQ— Tm. IK, 
oder ) 


Im: TR 2 TQ: TK. 
Stellt man ſich nun vor, die finie TK bewege ſich mit 
ſich ſelbſt parallel fort und råde naͤher an den Punkt M; fo 
wird TK beſtaͤndig kleiner ſeyn, als TQ: mithin auch TR 
kleiner als Tim, weil beſtaͤndig die Proporzion ; 
Im: TR= TQ: TK 


Gett ftadet r; 000 BA sip ogc en 1 
Folglich fällt der Bogen Mm der krummen Linie AMN 
innerhalb dem Bogen MR des Kreißes KOR, ) 


Ein jeder Kreiß, ber über eine Sehne beſchrieben wird, 
die groͤſſer ift, als MB und die Linie MT in M beruͤhret, fälle 
alſo offenbar auſſerhalb dem Kreiß MROB und die Kruͤmmung 
des Kreißes MRQB nähert, fich unter allen dieſen Kreißen, am 
meiſten der Kruͤmmung der krummen Linie AMN. Einen fol- 
chen Kreiß nennt man daher den Krümmungskreiß: ſeinen 
Mittelpunkt C den Mittelpunkt der Kruͤmmung: feinen 
Halbmeſſer MC den Halbmeſſer der Krümmung. 

Iſt alſo TK kleiner als TO; fo iff MC der Kruͤmmungs⸗ 
Halbmeſſer der krummen Linie AMN. 


§ 88. 

Setzen wir den Fall, die dritte geometriſche Proporzio⸗ 
nal⸗Groͤſſe, welche man zu Tm, TM ſucht, fey grbffet als 
TO ; fo ift auch TR grbffer, als Tn. Mithin faͤllt der Kreiß⸗ 
bogen MR innerhalb dem Bogen der krummen Linie. Man 
beſchreibe alfo einen Kreiß Mrab, über eine Sehne Mö, die 
kleiner, als MB, ift, fo daß er die Linie MT auch in M be 
ruͤhret und die Linie TK in r unb 4 durchſchneidet. Weil nun 

(TM= Th. Tl | 
und vermoͤge der Vorausſetzung 
(TMY’—TK.Tm, 
fo ift Tin. TK — Th.T; 
aber Th: Ta — Tr: Tl, 
€ 5 wor: 


74 Von dem Halbmeſſer der Krümmung. 


woraus folgt, Th. N I. Tr, 
und Tm.TK == Tq. Tr, | 
oder Tm:Tr:— Tq: TK. 

Da nun T4 beftändig kleiner angenommen wird als TK ; 
fo iſt auch Tm beſtaͤndig kleiner, als Tr und mithin muß der 
Bogen Mr des Kreißes Mrgb innerhalb Mm, dem Bogen der 
krummen Linie AMN fallen. 

Faͤllt aber ſchon der Kreisbogen Mr innerhalb dem Bo⸗ 
gen Mm; ſo muͤſſen alle Kreisbogen, welche auf Sehnen be⸗ 
ſchrieben werden, die kleiner als MÉ find, innerhalb dem Boz 
gen Mm fallen. 

ft demnach TK kleiner als TO, aber groͤſſer als 77; 
ſo iſt Mrqb der Kruͤmmungskreis der krummen Linie AMN und 
Me der e Halbmeſſer. 

§. 89. 

IT wir endlich den dritten Fall, wenn über ber 
Sehne MB ein Kreis beſchrieben wird, der durch den Punkt 
K aber: ſo wird TK— TO und mithin auch TR — Im, wel⸗ 
ches nur in dem Punkt M Patt finden Fann. 


§. 9o. 

Wir wollen annehmen, TK fey kleiner als TO, aber 
groͤſſer als Tg und mithin den Kruͤmmungs⸗Halbmeſſer MC 
durch Rechnung beſtimmen. Man nehme an, daß die Natur 
der krummen Linie AMN durch eine Gleichung zwiſchen den recht: 
winklichten Coordinaten AP, PM gegeben ſey. Man ſetze 
nemlich AP—x und PM—y. Es kann alfo ſeyn y^ Dax, 


y^ — ax — xx, y^ = (aa — xx) u. ſ. w. 
aa 


Man kann daher bie Subtangente SP als bekannt anneh⸗ 
men und fies ſetzen. Man ziehe bie Linie Mf mit Su pa⸗ 
rallel; fo wird M/— Pp— Ax und fm — Ay, wenn man nem: 
lich vorausſetzet, daß bie Abſciſſe und Ordinate um dieſe Grif 
ſen gewachſen ſeyn. 

Man findet 

(My = CSP) (PM)? sc 4-7’. 
Aus 
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Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke SMP und MYT folgt 
(SP)? : (SM)? = (Mf : (MT, 


oder 

FSF 
und 

+ 72 2) 4x* 

( C 7 ; 
Da ferner 

SP: PM = Mf: fT, 
oder 

sym Ax: fT 

yl d 
f=, 


hieraus erhält man 
Sch 
Tm fT fm — dy 


Nun ift aber 
(TM)? — Tn. TK, 
man ſetze TK—2; fo wird 
ND 
ur- 

Man kann annehmen, es ſeyn y und x Functionen von t, zum 
Beiſpiel, at cn, oder (at)“ u. fe w. und 
y — at" 4+ abt” ober y — at — bit u. ſ. w. 

Wenn nun At als unveraͤnderlich betrachtet wird; fo kann 
man fich aus F. 6 1. leicht überzeugen, daß 


4 ad ax Ae da A 
Cm — -H ——. Ai „At A 
i dt 1. 2 di⸗ d 1.2.31? A rs 
uno , 
dy dy ay Y : 
y= —. at. Ar’ — At? 
y dt 1.2dı? "e 1. 2. 3. des a 


Daher 
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* 


Daher findet man: 


P 45 dx? M dx dex ns a dx dx Fo 

—— At ..“ —.— — . 

SA dı? ios dt dt? m di? pd o 7. 5. 2 lt? 

da dex d3x sd di d3 

f$ 7 5 » H A Aa, ake E e, ay , ik p T a 

dt 1. 2. dt⸗ 1.2.3di3 E. dE 1.2dı? 1,2.3.dı? 

KS ydx sdy ydx | 

Aber es ift die Subtangente / ——. Daher findet man —— = —— und mithin 
1 dy zu dt at 

da? dx dx dx dw (de 

e Ar Silat 


Ar ei 


r. adi⸗ * 7. A. 3dt⸗ * 7. 2. di⸗ Gem, 3di3 ) 


dx? de dx ds dx dx 28 CED 
am ae ae ot gat di. un 4dr* 


E yd?x „ p sd7y sd3y Ge 
5 S Alt ett. ĩð?æ — — . It — eie. f 
vi * ; T r. ak; .. 34 


Ate E * 


Von dem Halbmeſſer der Kruͤmmung. 77 


Wenn nun Arco, fo ift auch Ayo und At o. 
Der t T iust in ben Punkt M und man erhaͤlt - 


dx? 
Ge Je 


, 

) d Tm UM 17775 

Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke SPM und PMC folgt 
SP : SM: MP: MC, 


2 2 
z dt? 

— 
1 yd^x . sd^y 
dt? di? 


z — MB = 


oder y (a P : MC, 


woraus folgt: 


"V G^ ta? 
e «( yü^x ez, sd’y 
‚di? di? ) 
dx? (y?dx? "n PEE, w^ 
et d ) 


as vide ( yix ydx =) 
—.— 


N dx 
es, 


LL OP + yy (li^ dy") 
dd — dxd*y i 
2 74 (dx? tr dy")? 
SE) 
Der allgemeine Ausdruck fuͤr den Krümmungs⸗ Halbmeffer fuͤr 


rechtwinklichte Coordinaten. i 
$. 91. 
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$, 94. ` 
Bern AMN eine Parabel, deren Gleichung ax, 
ſo findet ſich 
(dx -4-dy^) — Xx id V (4x -A-4) 
dx?’ (gs E 
re 


4 ade ade? 


Ferner api(^ — f= 
Cd? LAV Cd? + dy?) iit: Ge ty?) — Val 


ai 


Vermittelſt der E ci; Halbmeſſer kann man die 
Kruͤmmung der krummen Linie AMN in einem beliebigen Punkt, 
mit ihrer Kruͤmmung in einem andern Punkte vergleichen. 

Iſt nemlich der Kruͤmmungs⸗Halbmeſſer in einer allge⸗ 
meinen Formel gegeben; ſo hat man fuͤr einen jeden Punkt der 
krummen Linie den Halbmeſſer des Kreißes, welcher eben die 
Kruͤmmung hat, wie die krumme Linie in dieſem Punkte. Und 
weil die Kruͤmmung eines Kreißes in eben dem Verhältniß zus 
nimmt, in welchem ſein Halbmeſſer abnimmt, daß iſt, weil die 
Kruͤmmungen der Kreiße in dem umgekehrten Verhaͤltniß ihrer 
Halbmeſſer ſtehen; ſo iſt man im Stande, die Kruͤmmung der 
krummen Linie AMN in einem beliebigen Punkte, mit ihrer 
Kruͤmmung in einem andern Punkte zu vergleichen. Wollte 
man alſo die Kruͤmmung der Parabel in dem Anfangspunkt der 
Abſciſſen mit ihrer Kruͤmmung bei der Ordinate, die durch den 
Brennpunkt gehet, vergleichen; ſo erinnere man ſich, daß in 
dem erſten Punkt x Do, in dem andern aber x — X 4, wofern 
4 der Parabel Parameter iſt. Sezt man dieſe Werthe nach 
und nach in den allgemeinen Ausdruk für den Kruͤmmungs⸗ 

a 
Halbmeſſer der Parabel, nemlich in (= v EL =) 
fo findet man denfelben für den Anfangspunkt der Wſeiſſn 
Za und fir die oben angezeigte Ordinate —ay a. Die 
Kruͤmmung in dem erſten Punkte verhält ſich alfo zu der Krim- 
mung im zweeten Punkte, wie av a: f . 


und de -+ dy = 


mithin 


"d 
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der 


Integral ⸗ Rechnung. 


5755S 
Anfangsgruͤnde 
der 


Integral Rechnung. 


iig ie MM 
e fey die Function D ae E ber Sante 
Rechnung haben wir die Groͤſſe geſuchet, deren Daſeyn durch 
dU di dL 

das Zeichen ` us überhaupt durch das Zeichen Pa oder ae 
* 


angezeigt ae Wenn man nun aus dieſem Zeichen bie Fun⸗ 
ction U wieder finden foll; fo geſchiehet dieß nothwendig durch 
eine Methode, welche dem Differenzitren gerade entgegengeſetzt 
und integriren genennet zu werden pflegt. Die V Wiſſenſchaft, 


aU 
welche die Regeln vortraͤgt, aus dem Zeichen > oder bere 


r D 


d'U U 
haupt aus dem Zeichen — und s die Function U wieder 
der 


herzuſtellen, heißt die Integral» Rechnung; die dadurch ge 
fundene Gröffe U aber das Integrale. 

Um anzuzeigen, daß eine Groͤſſe integrirt teh ſoll, ber 
dient man ſich des Zeichens /, welches man fuͤr die zu integri⸗ 
rende Groͤſſen ſetzet. Soll, zum Beiſpiel, angezeigt werden, 
daß man den Ausdruck dU —— ux" dx integriren wolle, fo 
ſchreibt man /a — fux" dæ. i 

Man bedient fich dieſes Zeichens / (Summa) weil man 
ſonſten die Integral-Rechnung als eine Wiſſenſchaft vortraͤgt, 
welche die Summe von unendlich kleinen Griffen finden lehrt. 
Aus der Art aber, wie die Differenzial-Nechnung hier vorge⸗ 
tragen worden iſt, erhellet, daß Summiren und Sen 
keine gleichbedeutende Ausdrücke ſeyn koͤnnen. 


Integral Rechn. B. 4 $ 9s 
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Eine jede veraͤnderliche Gröffe, welche n ausge⸗ 
druckt ift, kann, wie wir geſehen haben, differenziert werden. 
Aber man kann nicht eine jede Differengial- Griffe, worunter 
nicht nur diejenige verſtanden werden, welche aus einer voll⸗ 
kommenen Differenziation entſtanden ſind, ſondern eine jede 
Groͤſſe, in welcher die Zeichen dx, cy vorkommen, integriren, 
weil einige nicht aus einer vollkommenen Differenziation ente 

ſtanden find, wie xdy, > xdg Zn gdk i u. di w. 


Von den Differenzialien einer veraͤnderlichen 
Groͤſſe, welche algebraiſch integriret werden koͤnnen. 


§. 3. 


U. ein eintheiligtes Differenziale zu integriren, muß man 

1) Den Exponenten der veraͤnderlichen Groͤſſe um eine Ein⸗ 
heit vermehren. 

2) Das gegebene Differenziale mit einem Produkt aus die; 
fem um Eins vermehrten Exponenten in dx oder dy divi⸗ 
diren. 

Den Grund dieſes Verfahrens finde“ man leicht in den oben 
gegebenen Regeln der Differenzial-Rechnung. Da man die 
Groͤſſe, welche differengiirt worden ift, wieder finden foll; fo 
Aft es naturlich, daß man ſich einer Methode bedienen muͤſſe, 
die derjenigen gerade entgegengeſetzt iſt, welche man bei der 
Differenziazion angewandt hatte. So iſt alſo 


-= x^. Denn d(x?) — axdx. Ferner 


dx x? x” 
= —. In der That iſt auch (=) = xx. 
2 
axi dx 


Es iſt faxtdx = KS — 3ax3. Eben fo M 
3 
adx , dx HT Sa. av 2 ng 
f— = fax” 3dx = T — 
Me Ae 


rb a8 2x 
Ueber⸗ 


* 
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Ueberhaupt alſo, m mag eine pofitive oder en ganze oder 
gebrochene Zahl ſeyn, 083 
E De a 3 
a deze . 
(na met å 
Man braucht diefe Negel nicht, um das Integrale von dæ 
oder adx zu finden. Denn man fiehet lacht daß es in dem 
erſten Fall x und im andern ax ift. 
Wenn das eintheilichte Differenziale eine Wurzel Groͤſſe 
enthaͤlt; ſo ſubſtituirt man, ſtatt bes Wurzelzeichens, einen 


Bruch = Exponenten. Um alſo wiet a zu integriren, ſo 
ſchreibt man ax$dx u. f. w. $ 
APT EOM — 

Wir haben in der Differenzialrechnung geſehen, daß, 
wenn bei einer vorgegebenen Groͤſſe beftändige Glieder abbirt 
oder ſubtrahirt waren, dieſelbe durch die Differenziazion weg⸗ 

fielen. Wenn man alſo integrirt, fo muͤſſen dieſe beftändige 
Glieder wiederum ergaͤnzet werden. Dieſe hinzugeſetzte beſtaͤn⸗ 
dige Groͤſſe kann einen willkuͤhrlichen Werth haben, fo lange 
man keine andere Abſicht hat, als nur das Integrale zu finden, 
oder einen Ausdruck, welcher, wenn er differengiict wird, dem 
vorgegebenen Differenziale g gleich ift. In der That haben aud) 


m Seng I 
d 


und 4 C, wo C it: 
m—-1 mt 


gend eine beflánbige Groͤſſe bezeichnet, einerlei Differenziale, 
nemlich ax d&, die beſtaͤndige Griffe C mag einen Werth 
haben, welchen man will. Wenn aber die Integrazion in der 
Abſicht unternommen wird, eine vorgelegte Aufgabe aufzulöfen, 
fo erhält jene beftändige Groͤſſe einen Werth, welcher aus den 
Bedingungen der Aufgabe beſtimmt werden muß. Das Ver⸗ 
fahren, deſſen man ſich bedient, die beſtaͤndige Gröffe zu finden, 
werden wir in der Folge an mehreren Beiſpielen zeigen: jedem 
Integrale aber, das auch nicht in der Abſicht gefunden worden 
ift, eine Aufgabe aufzulöfen, eine beftändige Gröffe C beifügen, ' 


die beiden Ausdruͤcke 


F 2 Von 
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Von den zuſammengeſetzten Differenzialjen, 
deren Integrale vermoͤge der obigen RM gefunden 
werden kann. 


8. 5+ 


1) SCH jede Gröſſe, i in welcher keine zuſammengeſetzte potrefi 
fen und zuſammengeſetzte veraͤnderliche Diviſoren vorkommen, 
lågt fid) vermittelſt der Regel $ 3. integriren. Wenn man 


Cd 
ax?dx . + eda integtiren fol, fo Longen mon jedes 
t 
Glied befonders und erhält 


ax* bx3 ? 
MN Re. pi 
Eben ſo findet man | 
wf. bess, 
fastu CDe ALLE y Eor irina 
| 4 9 i 
id "st a b C. 
DE u i 


2) Wenn gleich auch zuſam mengeſetzte Spoteftáten vorkom⸗ 
men, ſo kann man doch noch nach der oben gegebenen Negel 
verfahren, wofern nur dieſe Poteſtaͤten nicht im Nenner ſind 
und ihr Exponent eine ganze bejahte Zahl iſt. So kann man 
Ca + bx? dx leicht integriren, wenn man 2 AL dx? wirt 
lich in die dritte Potenz erhebt, wodurch man erhaͤlt 8 

(a+- bx? dx dN u + 3 ab?xtdx +-b3x%dx, © 
TAE 1d gabx? 3a B 
deſſen Integrale = . ———— --- S + = G 


j E Sr í 
Da man eine jede zuſammengeſetzte Groͤſſe, welche zu einer 
Dignitaͤt erhoben iſt, deren Exponent eine ganze bejahte Zahl, 
in eine Reihe ſolcher Monomien verwandeln fann; fo kann 
man alſo auch eine jede zuſammengeſetzte Groͤſſe integriren, in 
welcher keine zuſammengeſetzte Griffen vorkommen, deren Ex⸗ 
ponent eine ganze, gebrochene verneinte Zahl iſt. Wenn man 
alſo 
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alfo gs CA -A- D 42 a?x? dx (c Fe ZE integriren 
fol, fo loͤſet man, nach den Regeln ber Algebra, Ca Aur 
in eine Reihe auf und multiplizirt jedes Glied dieſer Reihe mit 
gs X. Eben ſo verfaͤhrt man mit dem andern Gliede des 
vorgegebenen Differenzial⸗Ausdrucks; ſo darf man nur eine 
Reihe Monomien, nach der Vorſchrift des z ten SH dnte 
HEILEN, c ss Gaz, äi 
os „ 

Man muß hier den Fall ausnehmen / wo, wenn einer der 
Exponenten verneint iſt, es nach der Auflöͤſung in eine Reihe 
und der Mu ultiplication mit dem Glied & dx geſchehen könnte, 
daß der Exponent der veraͤnderlichen Gröffe in irgend einem 
Gliede x wuͤrde; alsdenn kann die obige Regel hier 
nicht angewandt werden ] 3 man mi vermittelſt der Log⸗ 


arithmen integriren. Wenn D . Ges =a ds bx? j^ ober 


axe 3dxCa L ber gegeben ift; fo p" man biefen 


Ausdruck in 
nod MGi ara + gabx? Ber) i 
tg 3dx + zarbx "dx y ab kde: . \ 
ax? 

Das Integrale der beiden aͤuſſerſten Glieder itf — — 
ab?x 2 2 


; das Integrale des mitlern Gliedes aber 24blog. x, 


T 
sit fitr fn bor AE nid deutlicher feben werden, Denn aus 


der BP FRI e F. 56. folgt i = log. . 
§. 8. 


30 Wenn aber auch in dem — Differenziale 
eine zuſammengeſetzte Griffe vorkommt, welche auf eine Pot⸗ 
eſtaͤt erhoben ift, deren Exponent eine ganze, gebrochene, be 
jahte oder verneinte Zahl ſeyn kann; ſo iſt man dennoch im 
Stande, nach der obigen Regel zu integriren, wofern die 
Groͤſſe, welche in die zuſammengeſetzte Poteſtaͤt multiplicirt wor⸗ 
den, dasjenige Differenziale iſt, welches man finden wuͤrde, 
wenn man die zuſammengeſetzte Griffe fo an a alg wenn 
u auf die Poteſtaͤt 1 erhobemwares © ua 2 i230 20 

F 3 In 
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In dieſem Fall kommt es nur darauf an, die zuſammen⸗ 
geſetzte Gröffe als eine Einige veraͤnderliche Groͤſſe zu betrachten 
und die Regel §. 3. Wort fuͤr Wort darauf anzuwenden. Der 


Ausdruck gdx(a ＋- b) v gehört für dieſen Fall, weil gdx das 
Differenziale: von (a Lx), mit der beſtaͤndigen Grige H 
multiplizirt, ift, Um alfo zu integriren, fo ſchreibe ich 
dx(a + CD 7 
TT 
E la XM . 
dx lv “+z 400 Lakes 
=} OS 16 
(pt 1 Ms (p 106 

Differenziirt man diefe Gröſſe wieder; $ fo. findet man 
goa A bx) v. 

Unterſucht man ferner den Ausdruck 

adx ＋ 2axdx 
v (aa E NN 

ſo wird man finden, daß man denſelben nach der obigen Regel 
integriren koͤnne, weil a’dx + zuxdx das — von 
ax -- xx, multiplizirt mit a iſt. 

Wendet man alſo jene Regel an, fo findet man 

Ka’dx + 2axdx)Cax -A- xx)” à 

Card 4- addy) (ax E xx)? 

i(adx + 2xdx) 

— aa(ax + xx)? + C 

Der einzige Fall, ber hier eine Ausnahme macht, ift, wenn 


der Erponent der zuſammengeſetzten Gröffe = — r. Alsdenn 
integrirt man durch Logarithmen. 


Von den zweitheilichten Differenzialien, welche 
algebraiſch integriret werden koͤnnen. 


— oder (a? d& + 2axdx)Cax + * 1 13 


— 
— 


Sen 


98. verſtehen unter zweitheilichten Differenzialien ſolche, wo 
die Groͤſſe, welche aus den mehreſten Gliedern beſtehet, die 
i Pos 


- 
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Potenz eines Binomiums i. So ift gxtdxCa4 bx)? ein 
zweitheilichtes Differenziale, Eben die Beſchaffenheit hat es 
mit 2x" dx(a + bx”)P , worunter jedes zweitheilichte Differenz 
ziale verſtanden werden kann, weil die Buchſtaben g, a, b, m, u, p 
alle moͤgliche, bejahte und verneinte Groͤßen vorſtellen. Nicht 
ein jedes zweitheilichte Differenziale kann man algebraiſch inte- 
griren. Aus dem vorhergehenden erhellet aber, daß man ein 
zweitheilichtes Differenziale, wie 
gx x"dx(a bx” » 

in den beiden folgenden Fallen integriren koͤnne: 

1) wenn p eine ganze, bejahte Zahl ift, die Exponenten m, 
n mögen, den Fall $. 7. ausgenommen, übrigens bez 
ſchaffen feyn, wie man will. F. 6. 7. 8. 

2) Wenn der Exponent m von x auſſer dem Wurzelzeichen 
um eine Einheit kleiner ift, als der Exponent z von x unz 
ter dem Wurzelzeichen, das iſt, man kann uͤberhaupt je⸗ 
des Differenziale von dieſer Art, wie 

gx" —'dx(a + B 
integriren, 2 und p mögen beſchaffen ſeyn, wie T ie wollen, 
den Fall ausgenommen, da p = — z. In der That 
ift auch gx” — "dx das Differenziale von a- bx”, multi 


plizirt mit der beſtaͤndigen Gröffe Z, Dieß ift eben der 
Fall, den wir (don S. 8. betrachtet haben. 


„ CP 


1) Man kann ein jedes zweitheilichte Differenziale inte⸗ 
griren, in welchem der Exponent von x außer dem Binomio 
um eine Einheit vermehret, durch den Exponenten von x unter 
dem Binomio theilbar ift, und eine ganze bejahte Zahl zum 
Quozienten gibt. 

Das Verfahren, deſſen man ſi ſich in dieſem Fall bedienen 
muß, ſowol um zu integriren, als auch um die Allgemeinheit 
dieſes Satzes zu erweiſen, beſtehet darin, daß man die zwey⸗ 
gliedrige Gröffe (ohne den Totalexponenten) einer einzigen 
veraͤnderlichen Groͤſſe gleich ſetzet, und vermittelſt derſelben und 


der beftändigen Griffen das vorgegebene Differenziale auf eine 
F 4 andere 
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andere Art ausdruͤckt. Es fey «"dxCa- 4x")? das Differens 
ziale, welches man algebraiſch integriren foll. 


Z——aw-— 
Man fege abs", fo iſt — (>) j : y; alſo 
NT à WERL 
0 j T und ive bor ( = yes 


dz dx dz 


—.— 


Aber dx — 


z 
"PUT nbC s P (y * 


7 m 
RE 
Folglich: ue 
Es pot er UT 
y .zP si - N EN 
nb 


m —- 
Si nun —— *. eine verneinte, ober gebrochene Sall; ſo laͤßt 
22 


x 


motz 


fich in diefen Fälfen (e T „ nicht in eine endliche 


Reihe anfloͤſen. Laßt ſich aber m 4 7 wuͤrklich durch u thei 
len, ift der Quozient auch nur z, aber eine bejahte Zahl; fo 
kann man jedes Differenziale, welches dieſe Eigenſchaft hat, 
algebraiſch integriren. Nun ift m A. der um Eins vermehrte 
Exponent von x auffer dem Binomio, und u der Exponent von 
X inter dem Binomio, 

Man fol zum Beiſpiel S bx*)4 integriren. 
Man fichet ſogleich, daß dieſes Differenziale einer Jntegrazion 
faͤhig iſt, weil der Exponent von x auffer dem Binomio, nem⸗ 
lich 3, um Eins vermehret, 4 gibt, wodurch man, wenn mit 
dem Exponenten von x in dem Binomio, nemlich 2, dividirt 
wird, die ganze und bejahte Zahl 2 zum Quozienten erhaͤlt. 


Man ſetze alfo e A. be —z und folglich x? — —— ^ 


Nun bemerke ich, daß das Differenziale x?dx, welches vor 
dem 
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dem Binomio ſtehet, durch die Differenziation von x* (den be⸗ 
ſtaͤndigen Coeffizienten abgerechnet) entſtanden iſt; ich erhebe 


alſo die ridus x an 


Be RUM 
* ; 


und, wenn differenziirt wird, i 
zaa Nde THES 
g^ Daher 


| ind Quadrat und erhalte s 


4 d& — 2 


p 05 IA 


Subſtituirt man ſtatt xd und (a 2 (CC ihre Werthe in 2 
ausgedruckt, in die Gröffe gacdxCa A- ba? 25, fo erhält man 
Le — adz 4 pt de *dz e 
— 2 


ar ae oe 2b? 
Folglich T 
m foe 
rd bet E. 
205 Arte 
gut? Ss 
—OGX3 GA dp ponsen 
TH "en 2 l Por 
ee ee 
gt? 


u: [132.—34]+- € ' 


Und fegt man endlich ſtatt z feinen Werth a Al wieder, fe 
findet man endlich 
Caba yi? à 
ä (-E) — $a] Coon 


§. 11. 
Auf eine Ähnliche Art verfaͤhrt mau bei einem jeden andern 


Fall, der den nemlichen Bedingungen unterworfen iſt. Zum 
F 5 Bey⸗ 
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Beyſpiel wollen toit gxFdxCa + bs nehmen, welches eiz 


ner vollkommenen Integrazion faͤhig iſt, weil der Exponent 8, 
vermehrt mit eins, das iſt, 9 durch den Exponent 3 von x in 
dem Binomio getheilt, eine ganze bejahte Zahl zum Quozienten 
gibt. 


Ich ſetze alfo abx? und finde ae 


weil x*dz (einen beftändigen Coeffizienten abgerechnet) durch 
die Differenziation von x? enieftanden ift; fo erhebe ich die Glei⸗ 
chung 


a 
> und 


z—u 


b 
in den Cubum und erhalte 


x? — 


deſſen Differenziale 
Z—~a\* dz 
ld — Fa 
dad 
x*Sdx —|-———)-—-. 
unb * 7 s 


Das vorgegebene Differenziale gx dx A= V verwandelt 
ſich alſo in 2 


HE E 27-3dz ag 3d 
E 3⁰⁸ 
ad a a > deffen Integrale ift: 
WË lge 2ga2?3 gaz a d 
3PG-—2. 350 aa) 3 Pane: 


welches ſich in 
2 24 2 
Seal . — Se f k 


Taar Gaz f 
m aii Wea —— 2L 34° [ -4- C verwandelt. ` 
7 4 
Setzt 
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Setzt man endlich Gott z eng Werth a-4-bx?, fo ift 
das pi Integrale : 


= E (a4 x3)! EL ＋ 5x3)? — 0 bx?)+ 2d PC 
3 


$. 12. 

Wenn ein zweytheilichtes Differenziale bie eben angefuͤhrte 
Eigenſchaften nicht zu haben ſcheint, ſo muß man vorher Unter⸗ 
ſuchung anſtellen, ob es dieſelbe nicht beſitze. Man macht den 
Exponenten von x in dem Binomio verneint, wenn er bejaht, 
und bejaht, wenn er verneint iſt. Dieß geſchiehet, wenn man 
die zwey Glieder des Binomiums durch die Poteſtaͤt von x, 
welche fid) in dem Binomio findet, dividirt, und mit eben der⸗ 
ſelben, erhoben zu einer Poteſtaͤt, welche der Totalexponent 
des Binomiums anzeigt, auſſer dem Binomio multiplizirt. 

Wenn man zum Beiſpiel den Exponenten 2 von x in dem 
Binomio 

gxtdx(a -A- bx^)* 
verneint machen will, fo dividire man a -p bx? mit x? und 


man erhält mal S + à |? ober gxtdx(ax—? +b), Da 


aber der Exponent 5 anzeigt, daß die Gröffe x7, mit welcher 
man dividirt hat, in die fünfte Poteſtaͤt erhoben werden folls fo 
muß man, um der obigen Funktion ihren erſten Werth wieder 
zu geben, auſſer dem Binomio. mit (x^)? — x7? multipliziren, 
wodurch man erhält: gx*tdxCax—? . 

Wenn man ſich dieſes Kunſtgrifs bedient, ſo wird man 
finden, daß viele zweytheilichte Differenzialien, welche in der 
Regel §. 10. nicht begriffen ſind, nunmehr auch zu jenem Fall 
gehoͤren. Wenn ich, zum Beyſpiel, 


aadæ 


3 oder aadx(aa-+ xx) 2 

(aa ＋ xx)? 

integriren ſollte, ſo ſehe ich „daß der Exponent von * außer 
dem Binomio, nemlich o, mit z vermehrt, durch den Expo⸗ 
nenten 2 von in dem nofi nicht getheilt werden koͤnne. 
Demnach wurde ich mich betrugen, wenn ich daraus ee 
wollte, 
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wollte, daß die vorgegebene Groͤſſe keiner algebraiſchen Inte⸗ 

grazion faͤhig ſey. Denn wenn ich den Exponenten der Pot⸗ 

eſtaͤt von x in dem Binomio. verneint mache, indem ich ſchreibe 
RE idx (aan 4- 1) 4 

= aax dx Car 7_4+-71)74; fo febe ich ſogleich, daß, 

wenn — 3 mit r vermehrt, das iff, wenn — 2 mit bem Er 

ponenten — 2 von x in dem Binomio getheilt wird, dadurch 


eine ganze bejahte Zahl erhalten werde. Setzt man alſo 
2 — 1 


aax~? + r — 25 fo finde ich daraus x — , und 


da * dx (den beftändigen Coeffizienten ausgenommen) das 
Differenziale von x? ift; ſo differenziire ich und finde 
—2x Ax — — und W = — =. Das votgege⸗ 
aa 244 
bene Differenziale 
a 3dxCaax~? - r) 3 

verwandelt ſich alfo in 

aa. dz 


— SC 
24a 
2 Ad 
oder in — — 
deſſen Integrale iſt: 
z-i 
— ME Css pe ET o 
2(r — 3) d 
I 
= (aax-ipr)à CS Se 
8 It (aa - -4- =e: 


Ya xx) 
Das Verfahren it alfo das nemliche, wie in dem set $. 10. 


§.. 13. 
Wir haben ſtillſchweigend angenommen, daß fi) nur in 
einem Gliede des Binomiums eine Poteſtaͤt von x befinde, 


M der Fall vor, daß in beiden Gliedern ſolche Poteſtaͤten 
vor⸗ 
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vorhanden find; fo dividire man das Binomium durch eine der 
beiden Poteſtaͤten von *, welche in einem der beiden Gliedern 
des Binomiums vorkommen, multiplizire aber auch zu gleicher Zeit 
auſſer dem Binomio mit eben der Groͤſſe, zu einer Poteſtaͤt erho⸗ 
ben, die der Totalexponent des Binomiums anzeigt. Wenn ich alſo 


d x 
ne — aax dx(ax + Set a 


xy Qx-Lxx) ) 
integriren foll; fo verwandle ich dieſen Ausdruck in 
adx — (y det LAT 3 aa ^$dx(a-p- xy-5, 

Wendet man bie Negel des 10. §phen an, fo ſcheint diefe Größe 
keiner algebraiſchen Integrazion fähig zu ſeyn. Macht man 
aber den Erponenten von x in dem HE Se fe: er⸗ 
haͤlt man jt 
ami) Ede Cow tery Poo o 
oder aa ^dx(ax ) 3, oelhes algebraifch integrirt 
werden kann. Setzt man man als ax” EN; fo hat man 


Z—T dz: dz 
mI a und — x" dx = en ober 55 
4 a 


Alſo verwandelt fid) aax~*dxCax7* 4- = in adz. im 


oder in az 3dz, deffen Integrale ift — — zs c iis 


Danie Cm at aa 


E Sar sec 


Wenn mau bei einem Kapgen Differenziale die Unter⸗ 
ſuchung der beiden Fälle, die wir eben vorgetragen haben, volf- 
endet hat; ſo darf man ficher ſchlieſſen, das es kein reines al⸗ 
gebraiſches Integrale habe, wenn es unter keinem dieſer Falle 
begriffen iſt. 

Dreytheilichte, viertheilichte u. ſ. w. Differenzialien find 
in den oben angezeigten Faͤllen einer Integrazion faͤhig. Es 
giebt aber auch noch einige andere Faͤlle, wo ſie ein pures alge⸗ 
braiſches Integrale haben. Weil ihrer aber wenige ſind und 
ſie eben ſo ſelten vorkommen, ſo uͤbergehen wir ſie hier mit 


Stillſchweigen. 
Anwen⸗ 
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Anwendung der vorhergehenden Regeln, den 
Inhalt ſolcher Flächen zu finden, welche theils von 
geraden, theils von krummen Linien begraͤnzet 
werden. 


§. 14. 


Fig. r. Œ, ſey AZ eine beliebige krumme Linie. Man 
x ziehe die Ordinaten LK, MP, mp auf die Are Ap 
ſenkrecht, und ſetze AP—x, PM=y; ferner Pp— Ax unb 
rm i; den Raum APM — U; fo ift der Raum PMmp 
= A. Nun ift der Inhalt des Rechtecks PMrp — yx 
und der Inhalt des Rechtecks PRmp = (y + Ay) Ax. 
Man fieht leicht, bag 


ZU yx 

e Gly 

oder eet 

eec AU 

I OES QE tem 
Ris fe&e alfo EE Gees: 
Ferner ift AU< yy + Ay) Ax 
AU i 

oder — < (y + 4y) ! 

Ax 


f au 
Es kann alfo ſeyn d jp — y 2r Ay 
H 


AU i 
Die Grenzen der Griffe GE find mithin y unb y - Ay. 


Je Heiner Ax und mithin aud) AU, Ay werden; defto mehr 
nähern fich diefe Grenzen, und fie werden gleich, menn Ax — o, 
Ay =o. Zu biefem Fall ift auch S = 0, Yo. Und 
man erhält 


dU 
Lë = 
welches man gewoͤhnlich ſo ſchreibt: 
aU = ydx 
und U = fydx. 
` . 
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§. ‚I 5s ) e 

Um diefe Formel auf eine krumme Linie anzuwenden, der 
ren Gleichung gegeben iſt; ſo ſuche man aus derſelben den 
Werth von y und fege ihn in die Gleichung U= /ydx, deren 
Integrale die geſuchte Groͤſſe giebt, wofern eine, aus den Um⸗ 
ſtaͤnden der Aufgabe zu beſtimmende beſtaͤndige Groͤſſe dazu abe 
dirt oder davon ſubtrahirt worden iſt. 

§. 16. , : 

Das Trapezium PMmp kann man ſowol, als die Diffe⸗ 
renz des Raums APM, als auch als die Differenz des Raums 
KLMP betrachten. Findet man alſo, vermittelſt der Formel 
U — fydx ein Integrale; fo ift keine Urſache vorhanden, war⸗ 
um daſſelbe eher für den Raum APM, als für den Raum 
KPLM gehöre, welcher letztere von dem erſten um die beſtaͤn⸗ 
dige Groͤſſe KAL unterſchieden iſt. Man muß alſo zu dem ge⸗ 
fundenen Integrale eine beftändige Gröffe hinzuſetzen, welche 
anzeigt, um wie viel der Raum, den man zu beſtimmen ſucht, 
von demjenigen unterſchieden ſey, welchen man unmittelbar 
durch die Rechnung findet. Beiſpiele ſind in dieſem Fall am 
tauglichſten, die Methode kennen zu lernen, deren man fid) bes 
dienen muß, jene beſtaͤndige Griffe zu beſtimmen. \ 

In dieſer Abficht wollen wir die gewoͤhnliche Parabel, 
deren Gleichung y’—px iſt, erwaͤhlen. Es ift alio y= V/ pac 
L— pixi; folglich U = fydx — TIT CHIESE C unb 
dieß ift ber algebraiſche Ausdruck für ben Quadrat: Inhalt ber 
Parabel. 
Man findet alfo den Inhalt des Raums APM oder des 
Raums KPML, welcher letztere von dem Punkt K an gerechnet 
wird, fobald die Abſciſſe x, der Parameter p und die beſtaͤn⸗ 
dige Gröffe Coder der Punkt beſtimmt iſt, von wo aus man 
das Integrale rechnen will. Will man alſo daſſelbe von dem 
Punkt A an rechnen; fo ift APM — 2 p2xi-,1-C. um den 
Werth von C zu beſtimmen, bemerke man, daß der Raum 
APM verſchwinde, wenn x verſchwindet, und in dieſem Fall 
verwandelt fich jene Gleichung in o = folglich ift 

auch 
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auch C—o. Man braucht alſo zu dem gefundenen Integrale 
ër enee Griffe oe „und es ijt APM 

es man aber das Integrale von dem Punkt K an 
rechnen, ſo daß 4 =, eine bekannte Griffe ies 3 fo hat 
man 

KPMI = api xi C: 

Nun wird aber ber Naum KPML o, wenn AP oder dics 
wird; es ift alfo o — = pabi AC und C— — 2 p: 03; folgs 
lich , hare Lë 
! is KPML = 322 e 25303. 
Man ſiehet hieraus, welchen Nutzen die beſtaͤndige Groͤſſe hat, 
welche zu dem Integrale abbirt oder davon ſubtrahirt werden 
muß, und daß man dieſelbe nur aus den Umſtaͤnden der Auf⸗ 
gabe beſtimmen könne, 

Weil 272 x3— 2p*xix ift; und pr ; fo hat man 
As J = D. PM. Ferner P apalah, 
Wenn nun w= AK — wird, fo wird gy = ph. und 
y— KL =e piós. Folglich 3p = KL. Ak End 
lich der paraboliſche Raum KPML, AD. PA 
— FAK XI. Von allen vier Kegelſchnitten ift die Para⸗ 
vel der einzige, den man algebraiſch integriren kann. 

Zum zweiten Beyſpiel wollen wir die allgemeine Gleichung 
für alle Parabeln „nemlich 
1 gant 
ewöhlen. Man findet alſo 
in AL. Pi, 
y — 4 TIER 


e Wil > 
EE E [s 
und yd gree „men » davon das Integrale 
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ai Hn. sois: a 191 39 4 H : 
eal E renta Cas Date 
m- 2n ! v aaa. 8 
myn 


Es ift alſo APM = 
m 1 


wenn x weſchwindet De? 8 


Anwendung der Gntegral : Reding auf die 
Rectificazion krummer Linien. 


xy, weil APM PESOS 
2n 


EET t. i meigjad api saporis: SKE h 
Eine ke eeng finie E beißt , eine gerade Fig. "8 
Linie angeben, welche der krummen Linie oder einen 
beſtimmten Bogen derſelben gleich iſt. Die Methode, deſen 
Endzweck zu erreichen, iſt folgende, 

Wenn der Bogen AM — s, die Abſeiſſe AP—x, die 
Ordinate PM — y: fo haben wir in der Differenzialrechnung 
bewieſen, daß fuͤr alle krumme Linien 

ds — y (dx? + dy?) 
woraus folgt s — [V (dx? + dy’). 

Es kommt alſo blos darauf an, die Formel ( ey?) 
integriren zu Finnen, Man differenziire die Gleichung der 
krummen Linie, und wenn man daraus den Werth von dy in ae 
und dx, oder den Werth von dx in y unb a ausgedruͤckt, gefun⸗ 
den hat; fo feke man denfelben in / Cdx” + 45^), wo als denn a: 
und dx? oder y und dy? vorkommen. Um hievon ein Beiſpiel 
zu geben, wollen wir von allen Parabeln, die man uͤberhaupt i 
durch die Gleichung MeL bezeichnet, diejenige eve 
wählen, deren Natur durch y? EN ausgedrückt wird. Man 


3 2 X ; 
findet alfo x = unb «= 5 Mithin ese 
42 : 42 


und dx? == SC . Daher 


e v . e 
Integral Rechn, G Die 
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Die Integrazion dieſer Formel hat keine Schwierigkeit „ weil 
der Exponent von y außer dem Wurzelzeichen um eine Einheit 
kleiner iſt, als der Exponent deſſelben unter dem Wurzelzeichen. 


Man findet alſo 2 a 2 <= A 


AN PSE eu Ehe 2t. 
` weber 11M. my 


Die beftändige Größe D befimmt man folgendergeſtalt. 
Wenn man die Ze des Dagens 4M beftimmen == fo vers 


eens Fee 


ſchwindet dieſelbe mit y. Sin. diefem Fall if alfo = — ze EG 


d ga 
eM SP cei ga und C— — —. Daher it. die Lange 
AT T = NUS 
bes Bogens Ae ees Lbs Lë? 
27 
$. Ga Kee 


Wenn man wiſſen will, welches die übrige Parabeln Ca 
welche man rectifiziren kann; fo erfährt man dieſes folgender⸗ 
sët, ` Aus der Gleichung fuͤr dieſe krummen Linien 


SCT KEN var an” 
m " 
findet man y= ee Es fey, Soe halber, 
sac? $ | Rt 
mn und $5 fo ift 
va al 


wë pouce “Tds; daher dy? — Pa Srel äis. Thin 
Vi (L dy?) — VY (dx? -4 Parkt aday 
= dx (1 -Faki 

welche Formel in biefem Zuſtande nur denn einer Jutegrazion 
fähig ift, wenn 27— 2 — 7. Veraͤndert man aber das Zeiz 
chen des Exponenten von * unter dem Wurzelzeichen; ſo findet 
man A dac y/ (x 7717? 4 Park), welches Differenziale 

algebra: 
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algebraiſch integrirt werden kann, wofern — I=, vermehrt 
mit Eins und durch — 2142 "m eine ganze bejahte 


+2 
Zahl zum Quozienten gibt, das ift, wenn mn Dt, wo 
—3 2 
t eine ſolche Zahl anzeigt. Daraus rt 
2t— 2 D 
— J 4-2 — st +. t und 12 = ; 
í 2 2 v m -+ n. 
(t 
endlich m — (a D — 
21 E 2 


Alle Parabeln, welche efit w e denin; fi nd a 
in der Gleichung T'as 


n(zt— 2); ' nla—t) — 2t — 


ga c oder Y = A = x 
enthalten. 


Anwendung auf die Berechnung des Inhalts 
krummlinigter Oberflächen. 


—. 


K' 15. 


98. werden uns auf die Berechnung der Obers Ng. 2. 
flächen folder rper einſchraͤnken, welche entſte⸗ 

hen, wenn fih eine krumme Linie AM um die Axe 

AP bewegt. 

Indem ſich der Bogen Am um die Linie 4% drehet, ente 
ſteht durch die Umdrehung der Sehne Mm ein abgekuͤrzter Kez 
gel, und es kann leicht erwieſen werden, daß die Oberflaͤche 
deſſelben einem Produkt aus der Sehne Mm in die Peripherie 
eines Kreiſes gleich ift, der eine Linie ah, aus der Mitte der 
Sehne Mm auf Ap ſenkrecht gezogen, zum Halbmeſſer hat. 
Es fey r : c das Verhaͤltniß des Halbmeſſers zur Peripherie; fo it 


c Aly 
SÉ + =) (Ax + Ay?) 
2 


| [4 Ay GË Ziy? 
=— — Lal tte 
r "t 2 s ( = 
die Oberflaͤche des abgefützten Kegels. 
6 2 


Wear 
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Wenn v die Oberflaͤche ift, welche durch die Umdrehung des 
Bogens AM entſtanden; fo kann man durch Av die Oberflaͤche 
bezeichnen, welche durch die Umdrehung des Bogens Mm ent: 
ſtanden iſt. Da iſt aber 


a» zi Aye SE zs 


is es Doe 


Man ziehe bie Tangente NMT und bie Linie Ney ſenkrecht auf 
Ap. Durch die Umdrehung der Linie MN entftehet ein abge⸗ 
kuͤrzter Kegel, deſſen Oberflaͤche einem Produkt aus der Linie 
MN in die Peripherie eines Kreiſes gleich iſt, deſſen Halbmeſſer 
eine Linie iſt, welche auf AP ſenkrecht ſteht und die Linie MN 
in kin zwei gleiche Theile theilt. Nun iſt 


MN Sage fast pr) ee (oes iren 


und hk = y -+ prd =e ift die Oberfläche dieſes abge⸗ 
kürzten Kegels, — 


Axdı dicun 
desamor y 
unb AC S 
` A x , 
Der Werth von = fallt alfo zwiſchen diefe Grenzen 
A «Aud 
4 b 
a ; 20 Axdy 
-— SS el EL 


Beide Grenzen nähern fid), wenn Ar abnimmt und wenn 
Ax = o = dx; fo find fie einander SN Dann erhält 
man } 


do c 
dx STEE ZE 


wel⸗ 
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welches man dë gc fo ausdrückt E 
ody = — (dx? 4- dy?) 


§. 20. 


Man ſoll zum Beifpiel die Oberfläche einer Kugel ſuchen. 

Der Kreis AMB, durch deſſen Umdrehung die Kugel erzeugt 

worden, hat die Eigenſchaft, daß yy = 4x AE: wenn 
AP==x, PM—y. Folglich erhalten wir: 


A Xadx ze m 
N baie — : 
dy? Zaad” — ad + ep 
Kg a4 wm aLa 
X aadx?^ — axdx? + x? dx? 
ane Var = ee —— 7 
aa — xx 
Indx 
3 
= — > E dx? -4— dy? 
— Dah VE y^») 
sate 2: Iacd 
— Zu (ax — zu) ie xs 


v (ax — xx) ` * 

Xa 
Das Integrale iſt — Sp C, oder blos 2 er d wenn man 
die Oberflaͤche von dem Punte A an haben will. 


§. 21. 
Will man die Oberflaͤche eines Paraboloides finden; fo 
hat man en 


d 
vd a E SCH „ und 


* eaa 


V (dx? + dy?) U 12 + a =dy (om) 


thin Ir’ 4- d^) = elen CH 


6 3 davon 
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cyd x 
davon das Integrale — v + =) +C 
` r 


2. Fydy 


y pp 
[4 
et HE r+ X) C. 
12r pp 
Wenn / Do iſt; fo finder man 
. (C 
rav 


Daher ift bie Dberfläche des unbeſtimmten Paraboloides 
AMLA = i e 


E c 
Az vei honus 
iar pp rar E 


Anwendung auf die Berechnung des koͤrperlichen 
Inhalts. 


$. 22. 


Wi. werden uns auf die Berechnung des Inhalts ſolcher 
Körper einſchraͤnken, welche durch die Umdrehung eines Kreiſes, 
einer Parabel, einer Ellipſe u. ſ. w. um ihre Axe, erzeugt wor⸗ 
den ſind. : 
` Fig. 3. Wenn die Flaͤche APM um die Axe AP bewegt 
wird; ſo fep U der Inhalt des Körpers, welcher 
dadurch erzeugt worden. Durch die Umdrehung der Flaͤche 
PMmp , welche von dem Bogen Mm begrenzet wird, entſteht 
ein Körper, deffen Inhalt — AU, und durch die Umdrehung 
des Trapeziums MPmp wird ein abgekuͤrzter Kegel erzeugt, deffen 


c A 
Anhalt — Or -r 3y dy + ar durch das Recht⸗ 
eck OPmp ein Cylinder, beffen Inhalt = Lya Ax. 
, 2 
Nun 
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Nun ift aber ogis f 
\ c A a 

AU> Ze 3949 "dy 3. d 


AU U. 
oder > Gr -r 3% + . i 
ES 2r 


ub || AU e -U+ Ay). Ax 

gn un 
"u 

Die ( Grenzen! von 3 find alfo _ 


— — Gy -r- 3448 + LA). $ und — Se ++ Ay) 


Beide 83 fallen zuſammen, wenn aD o — dU, mit 
hin auch Ax = o = de und Ay = o = dy ij. Wlsdenn 
erhalten wir: 


€ 
woraus folgt = — dx. 
. 


RR 
Zum erſten Beyſpiel wollen wir den Ellipfoides Fig. 4. 
sensible: Die Gleichung für die Ellipfe ift 


b 
yy—— (ax — xx) 
aa 


wenn man AP = x, PM =y, die Te AB Da, wid Da 
Ab fet. Mithin iſt 
dx € 


2r a raa 


(ax — ECH 


bb r : 
Pu t. met? — xxdx) und deffen Integral = 


chb PR x3 
SE -+ G oder blos er 


oraa ud 


ZE? 


t 
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wenn man ba Juhalt von dem Punkt 4 an berechnen 
will. 
Wollte man den Inhalt des ganzen Spheroides wiſſen; fo 
feke man x — 4B —a und man erhält 
chb a) ae bbe. 4 bbe 24 
m 
bb 


— 
— — — H 


rar gr 3 55 3 


4 
3 


zraa 


e 
Nun ift ý der Inhalt eines Kreiſes, deſſen Durchmeſſer 
r 


bb ; ; à 
= b= Dd; r3 4 ift alfo der Inhalt eines * Ellipſoi⸗ 


des verzeichneten Cylinders. 
Wollte man aber den Inhalt des Ellipſoides nur von ei⸗ 
nem beſtimmten Punkt K an berechnen; ſo ſetze man AK e. 


bhe f ax? x? 
Nun muß —— Ge -- C verfchwinden, wenn 
; 3 


araa\ 2 
x == wird; in welchem 772 man SE 


2raa SE 


Daher ift der Inhalt eines zwiſchen zwei en Ebenen lie ` 
genden Stuͤcks ber Ellipſoide 


bbe f ax? x3 bbc 


— _— — 


— ͤ( — — 


2 raa 2 r 


Dieſe Formel bia. ben nal ſolcher SCH 4 eim, 
welche als Ellipſoides betrachtet werden koͤnnen. 


$. 24. 
Eg. . Den Inhalt eines Paraboloides findet man 
ey dac a= cpx* 
lal aa 


eyy x 

oder blos — — . — , vom Punkt A an gerechnet. Wenn 
ar 2 

man den Inhalt des Paraboloides von einem beſtimmten Punkt 


cp 
K an berechnen will; fo verſchwindet — +- C, wenn «=e 
e 4r wird, 
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P : epe 1 3257 E 

wird, und dann ift ER Daher ift der Inhalt eis 

ME cpx? c pe? 

nes folchen abgekuͤrzten paraboliſchen Kegels — ve G - 
El 


Und vermöge dieſer Formel ift man einigermaagen im Stande, 
von der Menge der Erde, welche eine Mine auswirft, ein Ur⸗ 
theil zu fällen. ; 
Aus einigen Verſuchen hat man den Schluß Fig. 6, 
gezogen, daß, bei gleichartigen Erdreich, deſſen 
Oberflache MN horizontal ift, die Seitenwände des Trichters 
die Kruͤmmung eines Paraboloides NAM erhalten, deſſen 
Brennpunkt in dem Mittelpunkt der Minenkammer K liegt. 
Die Entfernung KP (die Linie des kleinſten Widerſtandes) die⸗ 
fes Brennpunkts von der Ebene der Grundflaͤche MN dieſes 
Trichters iſt, nach einigen Verſuchen die Haͤlfte des Durchmeſ⸗ 
fers MN. Aus dieſen gegebenen Griffen kann man folgender⸗ 
geſtalt den Inhalt des Koͤrpers NOLM, den die Mine heraus⸗ 
werfen ſoll, berechnen. Wenn KP — PM SR fo findet 


man aus den Eigenſchaften der * —=4e, wo 
e 


e= AK ift. Daraus folgt 3 und 
| Lia + Va); mithin xa — ee — a^y/ 2. 
| Dan nun p ge; fo ift} ee v2) 


| Sa ). Es iſt alſo . £3) e Va 
pe d 


. a3 [2 — 1,4142135] — gera dem 
Tris 


y 
geſuchten Inhalt, welcher alfo ohngefehr 45 von bem Cubus Ar 
Bes kleinſten Werle iſt. Wir 2 in biefer Rechnung e, 
die Hoͤhlung LAO nicht in Betrachtung gezogen, weil fie arbe e 


ſtentheils von der Gewalt herruͤhret, welche das Pulver anf, 
den Boden des Trichters ausuͤbet. 


& 25. 
Nun wollen wir noch den Inhalt eines 3 
Klauen Conglet) berechnen, welcher entfteht , wenn man einen 
` Cylinder end einer auf feiner Grundfiache ſchief ſtehenden Rich⸗ 
G 5 tung 
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tung durchſchneidet, und, um bei dem einfachſten Falle ſtehen 
zu bleiben, annehmen, dieſe Richtung gehe durch 
Fg. 7. den Mittelpunkt der Grundflache des Cylinders. In 
der Figur ift 48 DE dieſer Körper. 
Fig. 8. Wenn man benfelben mit parallelen und auf der 
Grundflaͤche ABE ſenkrecht ſtehenden Ebenen durch⸗ 
ſchneidet, ſo entſtehen dadurch aͤhnliche Dreyecke, welche ſich 
wie die Quadrate ihrer aͤhnlich liegenden Seiten verhalten. Es 
fey alfo der Halbmeſſer CE der Grundflaͤche, Sr, die Höhe 
DE=h und y die Grundlinie PM des Dreyecks SR fo 


hat man CED: PMN = rr:yy. Nun ift CED =— = folg 
lich PMN — =, Die Abfeiffe AP — x wachſe um das 


Gë Pp — Ax; fo verwandelt fich die Ordinate PM in pm 
y+ dy. Und es verhält fid) CED: pmu —rr:(y + Ay)? 


h 
woraus folgt prim — —(y + Ay)’. 
2r 


i Der Inhalt des Koͤrpers APMNA fey — U, fo ift der 
Inhalt der Schicht PMNymm — AU, und 


29 * > 
— —(2rx — xx 
Ax = 
Ir: 
und = 2 == Care — x? + 2rAx— 2xAx — Ax") 


Ax 
Wenn nun BS pec fo ift aud) AU — o D und 


AU 
die Grenzen von "pes find einander gleih. Man erhält alfo 


dU h 
— = — (21% — xx) 
dx 2 
h x” x3 
nnb Dae 
LAE. 


Wenn x—o, fo ift auch Bia mithin C—o und 
wenn x — 27; (o it 


Man (efe Belidors neuen Curſus der Mathematik. 
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Von der Methode durch Naͤherung zu 


integriren. 


§. 26. 


v 


Hier kann nur von mehrgliedrigen Differenzialien die Rede 
ſeyn, welche von den Regeln, die wir oben gegeben haben, 
eine Ausnahme machen. Die Art durch Naͤherung zu integris 
ren, beftehet darin, daß man die vorgegebene Griffe in eine 
convergente Reihe von Monomien verwandelt, das Integrale 
eines jeden Gliedes ſucht, und aus den Umſtaͤnden der Aufgabe 
die Anzahl dieſer Glieder beſtimmt. SH 


8 ej 
Wenn man die Groͤſſe eines Kreisbogens AM Fig. 9. 
aus feinem Sinu verfo AP beſtimmen foll; fo vers 
fährt man folgendergeſtalt: 
Es fe nun AP — x; der Durchmeſſer AB — r; der 
Bogen 4M — u; fo it PM — y^ (x — xx) und wie die 
Differenzialrechnung lehrt, 


du zr 
des ra v (x— xx) 
Idx 
oder du 
C — xx) 
Daraus folgt 
Idx Idx 

BZ Be" — — 
fe: „ 


Ar Adr SC? Nun iſt aber 
Cr ET Hier * e etc. 
Mithin 
ix- kdx(1— 1 [Ir dx (1 ZX + 3x74 g Hefe.) 

— xt Ixilp dir i T er. 
Zu dieſem Integrale darf man keine beſtaͤndige Groͤſſe hinzu- 
ſetzen, weil es verſchwindet, wenn x — o; denn alsdann ift 
auch der Bogen AM z— o. Wir erhalten demnach 


/ 


Bog. 


x 
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Bog. M = xi * rt AE etc.) 
Weil der Sinus verfus in allen den Fallen, in welchen der Boz 
gen AM kleiner als die halbe Peripherie iſt, auch kleiner als 
ber Durchmeſſer r ift; fo ift x eim Bruch. Die Glieder der 
obigen Reihe nehmen mithin deſto geſchwinder ab; je kleiner 
der Sinus verſus des Bogens iſt, deſſen Groͤſſe man beſtimmen 
will. Wenn die Groͤſſe eines Bogens gefunden werden ſoll, 
deſſen Sinus verſus der hundertſte Theil des Durchmeſſers iſt; 
fo hat man x—c4I5——o,or und folglich * Or; daher 


050 = 
A= 5 + : an 3o 302) ER ode ett 
und da das folgende Glied dieſer Reihe PA hundertmal 


40 
kleiner iſt, als das Glied sr), fo koͤnnen wir von 


dem Grad der Genanigtet, ^ui welchem die Griffe dieſes Bor 

gens beſtimmt ſeyn wird, wenn wir uns an dieſe vier Glieder 

halten, ein Urtheil faͤllen, wenn wir jenes letzte Glied mit hun⸗ 

bett dividiren. Nun iſt (o,) — 2 Co, 000007) 
zx EM rA ; 


0,000005 


— 


= 0,.00000004465 und mit hundert divi⸗ 
1172 


dirt, gibt o, 000000000446. 
Wenn wir demnach jedes Glied der obigen Reihe auf zehn 


Dezimalſtellen berechnen; ſo koͤnnen wir ſicher daraus ſchließen, 
daß bei Berechnung der Groͤße des Bogens nicht um Eine Ein⸗ 
heit bei der neunten e. gefehlt ſeyn wird. Wir er⸗ 
halten: 

(o, or Do, Laage 

112 


3 
(o, or = 0, 0000075000; 
40 


ie — 950076666666. Mithin ift die Summe ber obi 


gen Reihe — 0, r(r,00r6742112) = 0, 100167421, 
wem man bei 9 Dezimalſtellen frehen bleibt, zu welchen man 
gar wohl noch die zehnte hatte hinzuſetzen koͤnnen. 8 

{ ieß 
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Dieß iſt die Groͤſſe eines Bogens, deſſen Sinus mg 
dem hundertſten Theil des Durchmeſſers gleich ift. 

Man koͤnnte eine der ganzen Peripherie ſich ziemlich D 
. hernde Griffe finden, wenn man die gefundene Linge des Voß 
gens AM durch die Zahl multiplizirte, welche anzeigt, wie oft 
die Anzahl der Grade dieſes Bogens in 360° enthalten iſt. 
Aber die Schwierigkeit beſtehet darin, daß wir oe Zahl nicht 
wiſſen. 

Da der Sinus von 30 Grad der Haͤlfte des Halbmeſſers 
gleich ift, und da man aus dem Sinus eines Bogens leicht feis 
nen Sinus verſus finden kann; fo konnte man den Sinus vers 
ſus von 30 Grad berechnen, benſelben ſtatt x in die obige Neihe 
ſetzen und das Reſultat mit 12, als dem Quozienten von 360; 
mit 30 dividirt, multipliziren, wodurch man eine der Periphe⸗ 
rie des Kreiſes fich naͤhernde Groͤſſe finden wuͤrde. Weil aber 
in dieſem Fall die obige Reihe wenig convergent wird, und 
man alſo gendthiget ſeyn wuͤrde, eine groſſe Anzahl von Glie⸗ 
der zu berechnen, um ein der Wahrheit nur einigermaßen ſich 
naͤherndes Neſultat herauszubringen; fo find wir genoͤthiget, 
auf andere Mittel zu denken, wofern wir unfere Abſicht errei 
chen wollen. 


$. 28. HD R * . 
Wenn die Tangente eines Kreisbogens — x; der Bogen 


aadx 
== und der Halbmeſſer Da; fo iff dp — —— —— und 
aadx d * 
S = == faadx Ga xm) 7 oe 
x^ — 0 x* SÉ af 
Nun ift (224- xx) "47 (7 gei. "e 744. 
Daher ry | 
aadæ Wes, eee ee e 
ragen fi (4 Ae "e 4 use j ) ys 
D d x? x + x4 x? M 
=x 2 — mab y b 
34 54 pa ga 


Es kommt alſo nur darauf an, ob wir einen Bogen kene, 
welcher einigemal in der Peripherie enthalten und deſſen Tan⸗ 
gente 
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gente bekannt iſt. Nun iſt der Bogen von 45 Grad in dieſem 
Fall; er ift gmal in der Peripherie enthalten und feine Tans 
gente iſt dem Halbmeſſer gleich. Setzt man alfo x A, fo 
we; man für die Lange des Bogens p folgende Reihe: 
ee) REC 
Da aber. die Glieder dieſer Reihe noch febr. langſam abnehmen, 
ſo muß man zuſehen, ob man den Bogen von 45 Grad nicht in 
zwei andere Bogen zerlegen koͤnne, deren Tangenten bekannt 
ſind. Es iſt nicht noͤthig, daß man die Anzahl der Grade jeder 
dieſer Bogen wiſſe; wenn nur ihre Summe — 45 Grad 
iſt, fo ift dieſes zu unſerer Abſicht hinreichend. Wenn wir eins 
mal die Lange eines jeden Bogens aus feiner Tangente beſtim⸗ 
met haben werden, ſo werden wir beide Laͤngen zuſammen ad⸗ 
diren und dadurch die Laͤnge des Bogens von 45 Grad erhal⸗ 
ten. Da dieſe Bogen kleiner ſind, als der Bogen von 45 
Grad, ſo ſind ihre Tangenten kleiner als der Halbmeſſer, und 
folglich die Reihe für die Laͤnge eines jeden Bogens ere 
ter und leichter zu berechnen. 
Wenn A und e po beliebige Bogen find; fo hat man 
Tan Tan 
Tang. b+ E a A wofern der Halbmeſſer 
=r. Wenn alfo Y = 45 sided in welchem Falle 
Bes; ( mr. fo hat man 
Tang. b ＋ Tung e 


x — Luang. b. Tang po 


— Tang. 
und Tang. b = 4 wie r 
: z+ Tang.c LM 
Setzt man Tang. c — 1, fo A i Í 
Tang. 123 "E: e i. 


Man darf daher nur bie Linge eines Bogens berechnen, deffen 


4 4 
Tangente — — und eines andern, Beffen Tangente —— — 
1 a j 


Setzt man alfo zuerſt I ſtatt x, fo erhält man bie Reihe 


4 
2 
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4 gran I I 5 Dik T , 
= Rz 3.af Bé 5.27 Ne 2. a⸗ 9. a asta.) 


4 : D D 
und dann — Em x, fo bekommt man die Reihe 


T ES F I . X 
„„ F 
33^ 53 7.3 ze "a 9.35 T m 3 24.35 
dr man diefe Rechnung wuͤrklich an und berechnet jede Reihe 
auf 10 Dezimalſtellen, ſo oe man für den Werth der erſten 
Reihe 


EE oder E 647 0099 Hr 
2 
unb für den Werth ber zweiten Reihe 
i (99052576632) ober ao, 3217505544) 


Mithin si die Länge des Bogens von 45 Grad, 

’ == 4(0, 7853981634) 
und dieſes mit 4 multiplizirt, um die halbe Peripherie zu bekom⸗ 
men, gibt 435 473926336). Es verhält fid) alfo der Halb⸗ 
meſſer zu der halben Peripherie, oder der Durchmeſſer zu der Pe⸗ 
ripherie — 4:40, 1415926536) = 7:3, 1415926526, 
ein Verhaͤltniß, welches man leicht, vermittelſt der — 
henden n noch genauer finden kann. 


Von den —— Logarithmen. 


§. 29. 


Wen x den Unterſchied einer beliebigen Ordinate in der loge 
arithmiſchen Linie von der Ordinate 1 bezeichnet; ſo kann 
durch r+ x die Griffe tiefer Ordinate vorgeſtellet werden. 
Die Aufgabe iſt: Man ſoll die zu dieſer Ordinate gehoͤrige Whe 
ſeiſſe oder den Logarithmen der Zahl Cz =+ x) finden. i 


Es 
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` Es fey a die Subtangente in diefer logarithmiſchen Linie: 
d 
fo ift dlog.(r + x) a = MN - peg? I 
T+% 


RD at ete, Integrirt 
man nun dieſe Reihe, ſo erhaͤlt man nothwendig 


* x3 x* x? 
dog. ram — 4+ —— Sail 
3 4 5 
Dieſe Reihe ift jedoch zu wenig convergent; deßwegen ift fie zu 
Berechnung der hyperboliſchen Logarithmen nicht bequem genug, 
Indeſſen können vermittelſt derſelben folgende Wahrheiten ent⸗ 
deckt werden. 


$. 30. i 96.09 1 Ey "p Gan 


A 
Wenn der Ausdruck pEr gegeben iff, deſſen Loga- 
X 


` Ax 
rithmus gefunden werden (oll; fo fege man — — y, und es ift 
2 3 25 5 
log: Ga) =a aere Nac 
d 5 
Folglich 215 i 


D Ax? Axt S 
— — — —— £i 
A dE EI (= Lax? bà 23. 1.2... > 


Auf eben die Art findet man 
3° 4 
log. (x (I dei Ay Ay e 
: ex 12 DEES 


F. ME 
Man folf aus dem gegebenen Logarithmus die dazu gehd. 
rige Zahl finden. Der gegebene Logarithmus fey —2. Da 
iſt alſo 
log. Cr + x) == % und mithin 


2% „ e L e ve oan 
4 CF 


Nun 
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Nun nehme man an, es ſey yai - 


wo die Coeffizienten A, B, C, D folgenbermaagen beſtimmt mer. 
ben, Es iſt : 


z Az Bz? C28 Dat S 
ff! an * 
Az? 24B»3 B?z* l 
Su 24° age aut 
4423 2A4Cz* 
30°" 24 
34^ Bz* 
gat 
Atzt 
t gat 


Wenn dieſe Gleichung wahr ſeyn Ta: fo muß 1) As, 
2) die Summe der Glieder, welche in jeder pey von z mul 
tiplizirt find, — o fepn. i i29 

Wir erhalten alfo l S 


2 


4 43 
B— — 0; C— E o, 
x Sin tng 


2 
3 p P NE 
DE zen A Eé Ba — io 
2 4 
woraus folgt 
I 
B= — 
To 
1 
— E) 
1.2.3 
— 7 
T Reg 


Integral Rechn. t und 
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und eben ſo wuͤrde man finden 


I 
ES 
1.2345 
D à 
pos ese u. 15 w. 
1.2.3.4.5.6 
Daher erhalten wir 
Ce N HE a 
3 PE. ag ra + — + ete. 
d . . . 1.2.3. Aar Aden 
anb à; i i 


" » 27 


1.2.0” us 1.2.3.4 1,2-3.4.a* 
in welcher Reihe die Zahl Ax durch ihren Logarithmen z 
ausgedruͤckt iſt. 


> LAZ 
TX S TT - + 4 etc. 
— 


S 32. a 
Man kann jede Große, wie Är. als die Ordinate einer 
logarithmiſchen Linie betrachten, und da x der Unterſchied bie 
fer Ordinate von der Ordinate z ſeyn kaun; > fo. ift. man auch 
berechtiget, 5" == z + x anzunehmen. Da nun ber foga- 
rithme von by ift ylog.b =z; fo findet man 
ylog.b ee by. LC pr y3 (log: ee byt 


b=ı+ 


1.2.07 GE, rag · g. at 
Gleiche Bewandniß hat es mit I und man findet 


$ ^ by? 3 3 
bay — pa ag LEE. 2, Aes 


ete. 
I.2.4^ 1.2.3.0? 


Eben fo kann 0 E A als die Ordinate einer gewiſ⸗ 
fer logarithmiſchen Linie angeſehen werden, und man iſt berech⸗ 
tiget, (Y r s zu ſetzen. Da At log. ( -4- y) 
der Logarithme von jenem Ausdruck iſt, ſo erhaͤlt man 

Alt log. ( Ay) Alt-(log (% A 
Der dana V CERTUM 5 p: 


At Cog. (y +: DAME, 
1.2.3: a? 


etc. 


$. 33. 
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975225 
Wenn das logarithmiſche Syſtem angenommen wird, in 
welchem die Subtangente 7, und man die Zahl wiſſen a 
deren Logarithme — z ; fo findet man 
I 


re 
9:23; EFT 


== 23718281828459 und ſchraͤnkt man fich nur auf fieben 
Dezimalſtellen ein; fo ift 2 4-x—2, 77828185. 


“ §. 34 
Dieſe Zahl, deren Logarithme — r, kommt in ben aL 

gebraiſchen Calculs häufig vor. Man pflegt fie gewoͤhnlich 
durch e zu bezeichnen. Wenn & lag. ; fo ift * lag. e — 
log. / und log. en log u. Daher auch * —y. Aber, ver- 
möge der Vorausſetzung, Jeg. Cr EA) —2; mithin z- x 
Ses. Da findet man alfo 

2 23 zf 25 


* == ez + E ——- + etc. 
1.27 7% A 20 79.045 
Auf eben die Art findet man, daß 
. nz” 1223 mia? 
ene € S- —— ap ——À— AE eté 


SCH 
2.2 BD D 7. 2.3.4 

Ich ſuche nun eine convergentere Reihe, den Logarithmen 
einer Zahl zu finden. 

Zuerſt werde ich den Logarithmen eines une n 
Bruches ſuchen, und dann zeigen, daß dadurch ber Logarith⸗ 
me einer jeden Zahl gefunden werden ne" Die Subtan⸗ 
gente —— 7. ` 

Es fey 4 die Summe des Zaͤhlers und Nenners des unei- 
gentlichen Bruches, und x der Unterſchied derſelben. Der 


b b 
Bruch ift, alfo = —— und log. T log. Cb + x) 


— log (b — x). a win bald cine beftandige Groͤſſe ange⸗ 
nommen werden muß; fo iff 


H 2 dlog. 


Keen = 


al dx abdx ` 
eie ( Effe 


E x^dx dr, x"dx 
bd — Di [SERERE ael 


bx 
Das Integrale biefer Reihe ift nothwendig asi C ) 
und man erhält folglich 


EUM, 
log. (Ses poses A ue M eT jo Zr] 


Dieſe Reihe nähert (id) Gate, als die Neige §. 29. weil die 
Glieder um zwei Grade zunehmen. 


H 


$. 35. 
x 
2 ſolle alle mögliche uneigentliche Bruͤ⸗ 


che vorſtellen, und doch habe ich die Summe des Zaͤhlers und 
Nenners, nemlich “, als eine beſtaͤndige Größe angenommen. 
Dieß iſt aus der Urſache geſchehen, weil man einen jeden 
Bruch, unbeſchadet feines Werths, fo einrichten kann, daß die 
Summe feines 3à^lerá und Nenners einer beftändigen Größe 
gleich iſt. Die Summe des Zaͤhlers und Nenners des Bruchs 
f£ fol, zum Beiſpiel, — 75 ſeyn. Man multiplizire Zaͤhler 
und Nenner mit p; ſo iſt, vermoͤge der Vorausſetzung, 
5P ＋E 4P = 15, mithin p— 4$. Folglich der neue Bruch 


A 1 
Der Bruch j Ss 


5 welcher die verlangte Eigenſchaft bat. 


§. 36. 


Zu meiner Abſicht iſt es hinreichend, nur die Logarithmen 
der Zahlen 2 und zo zu ſuchen. Um den Logarithmen der Zahl 


2 zu finden, muß man den Logarithmen des Bruchs e^ be 
4 


rechnen. Da ift alfo b==3 und ; daher 


* 
' 
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x T ' 
— und es findet fid) - 
0: 28 
x 
BS 05333333333 
x? 
— — 6 "t : 
3¹⁵ 0 0123450979 ; 
* l bed d 
wm 0, 000823045- 
xt gen 
EP = 0}, 00000564J- qr 
K* 
ee 0000000513... e Gap 
x73 
SE 0, 000000048 
m : 
I TR HR 
Davon ift die Summe joasa à 7 
= 0, 346573588 © 
und penny 


log. 2 9» 693147178. 
woraus folgt 
log. & — 2, BEREIT 


at 


. 37. et 
Um den Logarithmen 5 E ro zu finden, = 12 5 


den Logarithmen des Bruchs = berechnen. | 01 5 
x 


X 


er Ka 75 
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* 
pois O,IIIIIIIII 
x3 
ES 0,00045720r7 
3! 
x5 


À == 0,000003387 


er 

3 Heme ee S 

Davon ift die Summe 
==0,711571728 


und mithin 


IO ; 
log. p = 0,22374335 


T fo iſt 


10 
Da nun 70 


log. ro — log. — + leg. yg e 


32998 
0% 22314345 + 2, 07944153 
2,30238509, der 9 Logarithme bon 10. 


§. 38. 


Fig. 10. Es ift nicht mer, aus dieſen hyperboliſchen Loga⸗ 
; rithmen die briggifthen zu finden, 

Ey ſeyen BD, BE zwo logarithmiſche Linien, deren ge 
meinſchaftlicher Anfangspunkt der Abfeiffen in A iſt. In der 
logarithmiſchen Linie BE folen die Ordinaten in der geometri⸗ 
(den Progreſſion 7,70,700,7006 u, f. w. und die Abſeiſſen in 
der arithmetiſchen Progreſſion o, 7 2 3, 4 u. f. w. ſtehen, fo, 
daß von AB=r, der Logarithme Do, und von ber Ordi 
nate zo der Logarithme — z ift, Hier fey die Gubtangente 
. 

In der logarithmiſchen Linie BD ſey ebenfalls o det Loga⸗ 
rithmus von z und z der Logarithme der Zahl 2,7182818. 
In dieſer Linie ift alfo die Subtangente — z. 

Man 
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Man ziehe in der logarithmiſchen finie BE die beiden Dr 
dinaten /z, hi; durch die Punkte / und h die Linien fk, AN 
mit der Are AC parallel, um die Ordinaten kl, DC zu erhal 


ydx 5 
e ee ſey a e, g= fo ift s= Sap 


i bu E sot d 
Ferner Alz Fe fo itz — em — s mithin — = — „oder Ri 
^79* dy de 
po dx, woraus folgt pes x und S:zz—x:2. 

Die Subtangente der logarithmiſchen finie BE verhält e ic 
alſo zu der Subtangente der logarithmiſchen Linie BD, wie die 
zu der Ordinate /g gehoͤrige Abfeiffe zu der für die Ordinate kl 
gehörige Abſciſſe, oder: die Logarithmen, welche zu einerlei 
Zahlen in dieſen beiden logarithmiſchen Syſtemen gehören, 
verhalten ſich wie die Subtangenten der logarithmiſchen Linien, 
davon fie Abfeiffen find, Alſo verhält fich der natürliche Loga⸗ 
rithme von 70 zu bem briggiſchen Logarithmen von ro, wie 
1 S oder ih 

2930258091 r = = S 
mithin ` Sa= 0343429448 


$. 39. i gy 
ap alſo der hyperboliſche Logarithme einer Zahl gege⸗ 
ben; fo kann man daraus, daß x z, leicht den Logarith⸗ 
men des briggiſchen Syſtems ſinden. Zum Beiſpiel, es AR 
log. 2 == 0, 693147176; * 
I Bate 
Mithin q CU TUA eth = 05 3070300 i 
043429448 ECT 
der briggiſche Logarithme von 2. 
Man findet alſo den briggiſchen 86 N wenn man 
den naturlichen Logarithmen eben der Zahl mit 05 43429428 
dividirt oder mit 2, 3025809 multiplizirt. Und ben natürli 
chen Logarithmen findet man, wenn man den briggiſchen mit 
0543429448 multiplizirt, oder mit 25 dividirt. 


S 40. 
Bei der gewoͤhnlichen Hyperbel ift xy — 7, wenn die 


Ordinaten auf den Abſciſſen ſenkrecht angenommen werden 
DA und 


126 ~ 9fnfanasatünbe 


log.x ^ 
und es iſt mithin ar — — Denmach ift der Inhalt bie 
I 
fer hyperboliſchen Räume zugleich der Logarithme von x, diz 
vidirt mit Eins: oder man findet die Logarithmen der Abſeiſſen 
in einer logarithmiſchen Linie, deren Subtangente — ry wenn 
man jene hyperboliſche Raͤume quadrirt. Aus dieſer Verwand⸗ 
{Haft der logarithmiſchen finie, deren Subtangente — 7, mit 


der gewöhnlichen Operbel , ift der Name N Loga⸗ 
gitmen putfanbas 


Von den Differemiallen der Exponenzial⸗ 
Groͤſſen. 


§. 41. 


Men nennet ſolche Groͤſſen, welche zu einer Poteſtaͤt erhoben 
find, deren Exponent eine veraͤnderliche Groͤſſe iſt, Exponen⸗ 
zial⸗Groͤſſen. Dergleichen find Ar. ont w. 

Bei den folgenden Unterſuchungen wird die Subtangente 
in der e Linie — 7 angenommen, 

Es fey z=: Wenn y wm Ay waͤchſt, fo wird auch 
2 um eine gewiſſe Groͤſſe wachſen, welche man durch Az zu be⸗ 
eichnen pflegt. Man findet 

$ d "7 e 22 — a BC — r) 
Aber 


A 2 
bay yy Aylog. St á 
1.2 


a AY Clog bP ete, 
7.23 
woraus folgt 


PA 
VONT Ay log. b+ ch og. Mer seg 72705 by? + etc. 
oder 
T — bo log. b MER ap — die Dy uu ES by? A etel 
y 


Wenn A dy wird, fo ‘if aud) Az—o==dz 
d 1 
und arem D? log. b, welches man gewöhnlich fo ausdruͤckt: 
y A 


dz == 
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dz body log. b ëng 
und die Regel gibt: man findet das Differenzial einer Expo⸗ 
nenzialgroͤſſe, wenn man dieſelbe mit dem Differenzial ihres 
Logarithmen multiplizirt. Denn ylog.b ift der Logarithme 
von by. ! 

m OI 42. UN. 

Ferner fep z— yt, Wenn alle diefe veraͤnderliche Gröſ⸗ 
fen zugleich wachſen, fo erhoͤlt man ? 

2 LE Aziz y+ AY t 


und f cda AT rA s 
— (y A- ZhyYQ A aD — y'. 
Aber ES 
A* le 
Cy + Ay) == E Alt 109.00 +) + T Clog.(y + Aus 
> Ar Le 5 q ) 
+ ——(log. Qr A- Zu) + ete. 
; Zut d e 
AN d 
mrt At log.y I-+- T ck: = (log.Cy-+ A 
Zi. os i 
* 75 A; etc. 


K Ai Ar 
= r+4tlog:y + abs re =) ug (y+ Ay)” 
z ` — 


A? 
+ (log. Cy Ay) K tte s 
1.2.3 
Uber 
uir Ay Ay! Ay? Ap e 
el fl eee 
y 12.2% 1.2.3 - 


Mithin (y+ Ay) 


= tlog.y 4- —. — ——— bie — + etc. 
1+ Atlog.-y + 55 eg c. 
A At? (o ARS At? a d y 
` og, " 
m g. 4- Ay))? + EP g Cy Ay))? + ete 
$5 Dem: 


E 
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Demnach 
det AOE ANG . MP TE 


m p rx e + yt log. 4 RM. ed 


(y+ Ay) At Ay? AA M 
EU C ze ru 
cae 7.24 2.34? 


ptr) sd EA tA ; 
+ OEE p Grady 


pet, 


wð 


WAFA 
+ — FOAD ete. 


— gt. , 
ae x e 
; wh Li i 
Gear n n gt 
d A * 09: pd ) 
whe Saye 5 etc. 
Su * . 2 3 À 
Et due oh Rea, 
í DH Pf Tt 
KE a 9 LAE . 
ERRATA 
: AtAy 
+ yb Zhy Atlog.y + WAY 
| Atay? _ dra 3 
—0 HAN + dy — ze tee, 
* 24 1.2.3.4 i 


+ (etary At? (log. C -) 


+ Zi og. G ) + tte, 
yt 


Ki 


Das 
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Das heißt: | 
daz bi ee TU. 


Gemen $ t7 AA E E 917? Ayete: 
^t y De, 
Zt At 
Cy + Ay) log. y + Y + Ay — 
EHE GER 
52 _, Aty j Atay” 
Zee t do. - 
— (y+ Apt — ay | ID T. T ete 
IA 
gaanar 4 (og. ur), Cn 
gm rad. ERBE BR 
+4 Ats 
oc? 2 RT g. G spy A etc. 
7. 2.3.0 Èi ab 
Wenn nun Ax — o == des fo ift au ZI rene 
und Az 0 = dz. Mithin er Gët 
dz ty? x dt log. SIMS. m N 
— zu egt ES 
dy y dy 
Gewöhnlich drückt man dieſes fo aus 
t 
dz- CH DEER + e ) 
H 


und gibt eben die Kegel , weſche wir ſchon §. 12. eee 
haben. d 


LA 43. in mi us anal } np 
Wenn Ze, wo nemlich e die St it, deren i ga 
rithme , fo erholten wir | 
dz t Z m 
—— p.e 
igre ces 
welches man gewöhnlich fo ausdrückt dz — edy. 
Nun iff man im Stande, folgende Ausdrücke zu differen⸗ 
ziiren: 
i Se zdy 
d(a* EN —ardx log. a- EY dz log. y-r Ss 
S Und 
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* 


Und ; 
2x^dx 


4á-|- XxX 


dea E . xx)*(dx log. r 
u. f. w. 


Von der Sntegrozion e Diffe⸗ 


D renzialien. 


F. idi 
Wi. haben Ko daß d log. SC SR SEN Rechn. 


* 55.56. 3 Dab fe iſt huserede T — = log. * EC. Sere 


l de 


ner dog. M Na und log. ax = log. * ＋ C, wo 

log. a ſeyn muß, 

Se 45. 
Ferner s man 
[sig Genet " 
10748757 RA 
und S — = = log. wp 
24 L* 


In ſolchen Fallen iſt alſo das Integrale der eo. des 
Nenners. , 


y : 
Um aber ee zu ehe muß man dieſem Dif: 


ferenziale eine ſolche Geſtalt geben, daß das Differenziale des 
Nenners, nemlich 3x^dx , im Zähler vorkomme. Deßwegen 


a 3X'dx 
muß man es fo ausdrucken —. — 
; TERRI 


3 
e 


unb man findet deſ⸗ 


a 5 
fen Integrale — RM A* C. Eben fo ift 


4— X 
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| de ` e e ste rdi 
=/—. = peri = log. (a - C 


NEE ER 


o. dx 
er: ; 
y 


== log. 7 og. (a x) es log. —— + E 


xdx ^ 2xdx 
Ferner f M s z^ 3 
log. (ud 03) 4- C — log. V Ca LEK. 
: ax" "dx a mnbx" dx 
Endlich eter =í} ,, "Kb 


LT 


= p» log.Ck -A- bx") C — log A b 
n 


$.. 46. 

Hier iſt ein Beyſpiel von der Art, wie man ben Werth 
ſolcher Integralien in Zahlen beſtimmen koͤnne. Wenn man, 
zum Beispiel, nach dem Werth von /og.(a-1-x) fragt, wenn 
a—5 und K a; fo muß man den hyperboliſchen Logarith⸗ 
men von 7 ſuchen. In dieſer Abſicht ſuche ich in den gewoͤhn⸗ 
lichen Tafeln den briggiſchen Logarithmus von 7, welcher iſt 
0,8450980. Ich multiplizire denfelben mit 2, 3025809 
oder mit 2 3025857 und erhalte 70459700 oder 7,9459 7 
für den Werth von /og.(4 I=) oder für den Werth des Inte⸗ 


grals von UAE wenn a5 und & =. 


S. 47. SES 


Es kommen manchmal Differenzialien vor, die man durch 
Logarlthmen integriren kann, obgleich fie nicht unter eben der 
Geſtalt, wie die vorhergehenden erſcheinen. Das Differenziale 


ie gehört für dieſen Fall. Es gelingt manchmal, 
(X — 1) ae 
denſelben bie Geſtalt eines logarithmiſchen Differenzials zu ge⸗ 
ben, wenn man fie mit einer ſolchen Function vow * multiplie 
rt, daß das daraus entſtehende Produkt das Differenziale dies 
ſer 
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fer Function oder tvenigffend ihr Differenziale, multiplizirt oder 
dividirt mit einer beſtaͤndigen Gröffe, iſt. Dividirt man als⸗ 
denn mit der nemlichen Function wieder; fo iſt das Differen- 
ziale augenſcheinlich ein logarithmiſches Differenziale. Wenn 
man dieſe Bemerkung auf das Differenziale 

dx 


AE | 
anwendet, fo multiplizire man daffelbe mit xy/(xx — r), woe 


d 
durch man erhaͤlt AEST P cru welches in der That 


das Differenziale von wr (wx — z) ift. Mithin erhaͤlt 
man 


d xdx 
* — — 
Tyer ci" 


Ee 
COME xxr c 
Auf eben diefe Art findet man das Differenziale von 


dx 
MILI wenn man ben Zähler und Nenner mit y (—2) 

0 — i f 
dxy/(—r 


` . x. 
HH _—Dd eR 
multiplizirt, wodurch man erhaͤlt EE eſſen Integrale 


= pcs %. ( + y (xx ] ift. 


Bon der Integrazion der Differenzialien der 
Exponenzial-Groͤſſen. 


$. 48. 


EI. kaun hier keine andere Regel feſtſetzen, als daß man 
ſich bemühen muß, das vorgegebene Differenziale in zwey an⸗ 
dere Factoren zu zerlegen, davon der eine das Differenzial des 
Logarithmen des andern iſt. Wenn dieß geſchehen iſt; ſo di⸗ 
vidirt man mit dieſem andern Factor. Man ſiehet alſo leicht, 


ax ES : 
daß sis log. x 4- — — einer Integrazion faͤhig ijt, weil 
e RI x 


der 
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dx 
e Factor 55 he x- = das Difernsile von log. x ift 


und y log. x ift bet Logarithme von ar. Man erhält alfo für 


das Pepe l - 
x (4 log. * =) 
— s C 
> d(log. 2?) 


ydx 

x| dy 8 
TB ERAN C 
TE - gx. e: AC bo 

dy log. BE - 

— x6. 

Eben fo fo erhellet „daß auch etdx einer Integrazion fábig 
fey, weil dx das Differenziale des Logarithmen von ei", dividirt 
mit einer beſtaͤndigen Groͤſſe, it. Man erhält alſo 


à m eda ear 
ef — = 
=; a log. edx a log. e 


Iſt n nun e die Zahl, deren Logarithme Dr; fo findet man 
alfo das Integrale von ad, wenn man dieſes Differengial 
mit dem Differenzial des Exponenten von dioidiret. 


, 


$. 49. 
Wenn das Differenziale ex" dx gegeben ift und e bie 


^ ax 
Zahl bezeichnet, deren Logarithme — z, fo ift fra. 
6 


Man fann alfo fege 
etry” 


ere 
Difievensliet man, Kom 
: : er "dx * na gerd — df= exe Er 
Daher folgt alfo ao ey 


m, 
aged — df. 


Um 
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uw alfo fm finden, fo kommt es nur darauf an 
n e 
Geet e*'dx. zu integriren. 


Aber die Regel, ein ſolches Produkt zu re wird erſt 
aufgeſuchet. Daher verfaͤhrt man mit demſelben, wie oben, 
nemlich, man ſetzt 


me” ear 
TT S g 
f 5 I 
22 4 ae 
weil — = — iff 


Davaus findet man dg, wie vorhin df gefunden wurde. Es 
wird nemlich . 
qx?" T Teda moun — pue Penda 


d de 


a a? * 


mn — r g dy 


a 


Mithin 4 = 
Es fey 


mem — u ,, — mlm— a 3ertdx 
(ee Im 
mm — rum - 3,0% 
do ` = e 


a3 
mm - rm — 2)x" Fear 


iw ef 


at 
Dben haben wir gefunden 


’ fex" de e 


rag 


— 


mx ~ 7 eax 


à enam 


Mithin ift as == = 
m(m— 1) sc" — e omini = 1)(m—2 ad” 308 


ei at 
Rr wt i. mm — ry gie 


a 

nm — zz) — 2)x"—3 

F d 
at 


Aft 
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Aft m eine ganze, pofitive Zahl, fo bricht die Reihe ab, wenn 
der Exponent vorkommt, welcher in nin multiplizirt ift. 
Es fep, z. B. DA; ſo hat man 


f 


Her de ma A a 
a? a? TER 


Dn biefem Fall wechſeln die teeing mit 7 Zeichen + und 
E ab. 
Wenn aber m eine ganze, verneinte Zahl iſt, ſo hat man 


card ( E mn int -m d 
J = ER E? h! —e— x etc. 
P E 


itam à d 2L P "m 


Nun fey wiederum m—2; fo ift 
cd PY fe an Ya a 
i + — —— 
f x ax” wx a3 


es fey m A ſo ift, wenn toit Anz Werth in die 
erſte Gleichung fegen, 


fad ‘a(S - F mud 4 etc. i 
34 2x3 me 3a*x3 


und wenn wir ihn in die zweite ſetzen, 


Fer. X nis ax$ aN S é ; 
= C - — — — [219 
E S 4x3 m 34 943 arat 
T$. mde 


Man kann die Zahl e, deren Logarithmus — z, febr 
vortheilhaft bei der Integrazion ſolcher Differenzialien gebrau⸗ 
chen, welche Logarithmen enthalten. Wenn man, zum Peiz 
ſpiel, a"dx(lor.x)" integriven fol, fo fege man log. x sz 
=z log e. Mithin iff e dx —erdz und 

a" dx(log.x" — du C + 9, 
welches Differenziale man in eben dem Fall, wie das vorige, 
algebraiſch, und auf eben die Art, integriren kann. ; 


Integral Rechn. 3 Bon 
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Von der Integrazion ſolcher Differenzialien, 
in welchen Sinus und Coſinus vorkommen. 


§. 5r: 
; Wi. haben geſehen, daß Sin.) — de Coſin. ꝙ und 
d(Cofin.0) — — doSin.p ift. Daher iff umgekehrt das In⸗ 


tegrale der erſten Groͤſſe — Sin. G =, und der zweiten 
== Cofi 1.0-1-C. Auf biefe beide Sage kann man die Inte⸗ 
grazion jedes Differenzials, in welchem Sinus und Cofinus 
vorkommen, bauen, wenn man uͤbrigens die Regeln befolget, 
die wir bisher gegeben haben. Beiſpiele werden die Cage am 
deutlichſten machen, a 7 

Soll man dpCofin. 39 integriren; fo Groe man ſtatt 

Cu 28 13e 


deſſen — und man findet das Integrale = — +C. 
Auf eben die Art findet man das Integrale von 2 30 
wenn man ſtatt deſſen — ſchreibt. Denn da iſt 
das Ee = — . ueberhaupt verwandelt ſich 
ſdęSin mg in f Im ame and if = em TC 


Soll man (Sin.oy"deCof u. O integriren, fo bedenke man, 
daß dieſer Ausdruck (Sin. S) d Sin. ꝙ) fey. Betrachtet man 
nun Sin. ꝙ als eine gewoͤhnliche veraͤnderliche Gröffe, wie x; 
ſo laͤßt ſich jenes Differenziale wie BR Ur integtiren, und 


inQy aN 
man findet -r C. 
nr 


Wenn man (Sin.mp)"dpCofin.mp integriren soll, ſo 
ſchreibe man dafuͤr : 
(Sin. me) mdeCof[in.mo d (Sin mg (Sin. mg) 
m SC ANE TM 7 
(Sin mh 
mn E) 


deſſen Integrale 


Um 
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un: ((Cofin.meydeSining zu finden, fo Bos man 
ſtatt deſſen 
— (Cofin, mey"mdoSin. me 
f — m e 
und man findet das Sntegrale 1 
" I J 
E An pe bt G; tiep * ANT $ 
— m(n-+ 2) PR 
Soll man de Sin. poCofin.go integriren, fo 1 75 man fi 
erinnern, daß Sin. (a E 5) — Sin.aCofind - Sin. b Cofina 
Sin. — c Sind Cal. a Sin, b Cafe: fey, Dm 
folget 
=> Sin. 4 Chin ge 19m. TEX + ‘Sin. (a cl A 
Weil ferner 8 
Cofin.Ca +0) = Cofin: a Cofin:b — Sin. a Sinb |... 
Cofin. (a—b) — Cofina Cofin.b I- Sin. a Sin. b; 
ſo iſt auch 
Weis 4 s b= + F Cofin. Ca +: = Scan CB) di 


Sin. a Sin. 3 - XCofin, (ab) am X Cof. GH 
Mithin ift 

Sin.ppCofin.go = 2 Sin. (y -H DOA 2 Sin. (y 40. 
Man fot alſo 
„ deine? 
2304 UM c Pape, ae leak ades. Gp . 


und 


CD 


p DEER BUE ER 
lutehriren und das Integrale » id 
CC NEN doe ce: E 


P44 peg 

Auf eben dieſe Art integuies man Sadler von 

diefer Form: 

do Sin. pp. Cofin. qe. Siro š 
wenn man dieſe Produkte in Sinus oder Coſinus ber Summe 
oder Differenz der Bogen pO} gos FO verwandelt. 

Soll man de (59.0)? integriren, fo verwandle man dap 
felbe in do Sin (Sin. g. Nun ift (Sin 2 Fin. e Sin p 
== Con. g lun ANE 4-0) = A — 2 Coſin. ap. 

2 J 2 Mit⸗ 
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Mithin Sin (Sin. p) — A Sin.o — LSin.oCofin, 29. Folg⸗ 
lich ag (Sin. G) = XdpSin e— XdoSin. eCofn.api- Ñ 

Wenn man alfo mit Sin. p Coſin. ap eben fo verfaͤhret, 
wie man mit Sin. pp Coſin. qe verfahren ift; fo hat alsdenn die 
Integrazion keine Schwierigkeit mehr. 

Man ſiehet hieraus, wie man ſolche Ausdrücke dec Sin. ei 
do(Cofin.p)”, wo u eine pofitive und ganze Zahl bezeichnet, 
integriven muͤſſe. 

ut Auf eine ähnliche Art laſſen ſich ſolche — 
ae Syn PO)" (Cofm.40) Sin ri. 
ec? "min, & pofitive und ganze Zahlen find, ihres 

Wenn in ſolchen Differenzialien ein Ausdruck fuͤr die Tan⸗ 
gente vorkommt, ſo kann man denſelben auf Sinus und 3 

Ze 
F 


Von ſolchen Differensiatien, welche durch Kreis⸗ 
bogen, Hes ſegmente u. f. w. een werden: 
koͤnnen. 


e 


S. 52. 


N, logarithmiſche Tabellen, ſo wie auch Weiden für den 
Sinus, Coſinus u. ſ. w. eines jeden Winkels berechnet worden 
find; fo ift es nicht noͤthig, Differenzialien, welche fid) entwe- 
der auf Logarithmen oder den Kreis beziehen, in Reihen aufzu⸗ 
9 ſondern man bus: dieſelbe auf folgende Art integriren. 


§. 53. 
Es laßt ſi f nemlich leicht zeigen, daß, zum Beiſpiel, 
d 
der E dur: — rr das Differenziale eines Kreisbo⸗ 
ai (ax - xx) 
ans fey, deſſen Durchmeſſer Da und Abſeiſſe Dx ift. Folg⸗ 
Tadæ 
fü nb das Inte rale von 
ch ſi 9 v/Cax 


Bogens AM, Fig. 9. Sipe tie Ausdrücke, Fragt 
. y man 


Fa die Länge deö 
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man alſo nach einem beſtimmten Werth dieſes Inkegrals, wenn 
x beſtimmt iſt; ſo ſubtrahire man von CA oder Za den bekann⸗ 
ten Werth von x ober PA; fo erhält man CP. 

In dem rechtwinklichten Dreyeck CMP ift alfo der rechte 
Winkel, die Hypothenus CM und die Seite CP bekannt. Dar: 
aus findet man den Winkel ACM. Kennt man aber die Une 
zahl Grede, welche der Bogen AM enthaͤlt; ſo fann man ble 
Größe dieſes Bogens leicht berechnen. ; 

$. 54. 

Iſt das Difesengiale Í 
77 ² ͤ OP adem 
v (gkx — px?) * 
gegeben, work, g, p und k beftändige Gröffen find, fo kann 
man daffelbe dem vorhergehenden ähnlich machen, wenn man 
erſtlich Zähler und Te mit / p Ges muy man er⸗ 

Halt: 1 ; ) 

: = 


7 > 


Tam el SE ED 


Sodann ali unb BA mit gk SECH woher man 
2p 


— 


findet , l ix 
h . “gkdx 
Vp. P ph 
séi (= RV 
2p po-- 


unb davon ift das, Integrale die Länge eines Kreisbogens, deſ⸗ 
K 
ſen Durchmeſſer ES Se und Abfeiffe =x ift, und welche noch 


% ph * e 
mit ——— multiplizirt werden muß. 


gsky p 


T E Ss | $ 55. 
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$ 3 " + es §. 55. : ^ t 
Nimmt man den Anfangspunkt der Abſciſſen nicht in dem 
punkt 4, ſondern in dem Punkt Can, und fegt den Halbmeſ⸗ 
kd Di = =b, die Abſciſſe CP — " fo ift 


— 


Kd P $ l 
das Differenziale des Bogens AM. Iſt alſo ein Differenziale 
von dieſer Form 

kdx ' 


v (gh -— pxx) 
gegeben; fo be man sni zuerſt in 


go en. 


h H 
Nun bedeutet Z- eben das, was vorhin bb in dem erſten Dif⸗ 
ferenzial vorgeſtellt hat, und die Griffe — Ä (der Factor von 
Se së ; ; h 
dx) ift im gegenwärtigen Fall — Mit dieſem mul⸗ 


B 


\ 


tiplizire man Zähler und Nenner; fo wird 
h 
4 (£ dx 
p 


UTE 
zx) orn] 
` | 


hi 
Setzt man nun CaS = und CP — x; fo ift 


k 
— — e 
AMC A- 
V V gh 
p 


das geſuchte Integrale. 


$. 56. 
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da 


§. 56 
Eer, : 2 SH, ea ER 
Es ift — — das Differenziale eines Kreisbogens, 
da E 4X 
beffen Halbmeſſer Da und Tangente — x ift. 
Die Griffe dieſes Bogens kann man finden, wenn man 
aus der gegebenen Tangente *, den Winkel ACN ſuchet. 


en e EE Zahl 
egeben iſt; ſo dividire man ; 
TER geg 3 Zaͤhler 
und Nenner mith, wodurch man erhaͤlt 
8 

peg 

h 
: 2 


Alsdenn multiplizire man Zähler und Nenner mif = „wodurch 


man erhaͤlt 


K Le 2 

— [UR gu 

h h at kou wh 
NC Ee 
m = ＋L N ix ＋ xx 


Man finder alſo das Integrale des vorgegebenen Differenzials, 
wenn man die Länge eines Bogens berechnet, deſſen Tangente 


ob? 
= x und Halbmeſſer = Ka ift, unb diefe Lange mit 
F multipligit, er 


he Ss " 

In dem Kreis ift ydx — dev (ax — x4). Ein jedes 
Differenzial alfo, welches entweder dieſe Geſtalt ſchon hat, oder 
auf eine ſolche Form gebracht werden kann, wird durch die 
Hälfte eines Kreisſegments integriret. Nimmt man den Ans 
fangspunkt der Abſeiſſen in dem Punkt C an, und ſetzet (A b, 
CP. x; fo ift —dxy/(bb—xx) das Differenziale des hal: 
ben Segments APM, ` c s : 


** Die 
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Die Faͤlle anzugeben, 
in welchen das Integral eines zweitheilichten Differenz 
zials von dem bekannten Integral eines andern zwey⸗ 
: theilichten Differenzials abhängt. 


S. 5 8. 


Wen man die gehoͤrige Unterſuchungen angeſtellet hat, ob 
ein vorgegebenes zweitheilichtes Differenziale algebraiſch inte⸗ 
grirt werden koͤnne, und dadurch uͤberzeugt worden ift, daß es 
nicht in den oben beſchriebenen Faͤllen enthalten ſey; ſo darf 
man dennoch ſeine Zuflucht noch nicht zu der Naͤherungsmethode 
nehmen, welche wir in einem der vorhergehenden Abſchnitten 
erklaͤret haben. Denn es iſt moͤglich, daß das Integrale des 
gegebenen zweitheilichten Differenzials von dem Differenzial ei⸗ 
nes einfachern zweitheilichten Differenzials abhange. Wir 
werden daher die Eigenſchaften zu entwicklen ſuchen, welche ſol⸗ 
che Differenzialien beſitzen muͤſſen, wenn fie auf ſolche Art einer 
Integrazion faͤhig ſeyn pii 
$. 59. 
Wenn man alfo unterſuchen will, ob das Integrale von 
x" dx(a + bx")? 
von dem Integrale von 
x4dx(a bx") 
wo m> ift, abhange; fo verfähret man folgendergeſtalt. 
Man differenziire die Formel 
* C E; 
ſo findet man l 
dee -A) — (me 1)dx.x" (a a- bx")? 
＋ Óónpx'" 77? dla bx" p —* 


Mithin 
da?" "Ca 4 Be) — bapa” + "dxCa bx" Dvd 
= (m + d. (A- bx")? 
oder ' 


Cm r)dx. x a bx) = da bx") 
— bp” . dx(a A- bx" eT 
2: Sola: 


; der wats? i tir 
Folglich 


SE aD fax. Sëch ix E "Gebet 
— pb Ca = Är Ca 
gia be 


Lx" "yp — 
oder ſdx. x (abet SE 


2 E "diea y i xt 


myr 
Auf eben diefe Art findet man 
fett et EE eg 


Enn = T) 
M 
wenn man in die obige MS feßet, m En ſtatt m und y. 
ftatt p. 
Man erhaͤlt demnach t 
acht? a by” 
C bx")? = IE > 7 «tid 
HIE EE: 
_ Zap RER c bap t 
(n zm u-) 
bx — T An 
ECP secti — fx gna Ca Age. 
Cm- z Y(m----r- 1) 
E 88 
Und man ſiehet leicht, daß uberhaupt 


wee éi Bi 
e dx (ALU D = eee 
MET 
bnper 17" 1(4 4 bao * 
Cn - D 7) 
Bi pr e Cae beter? 
(m - ) u 1) 
FFF 
CU ) an)... (In A)) 
Gee ar) Es 
J 5 fe 


a ba yp t 
mn 1 l 
T fe RE 
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- fX" 37 máx(a-A- bp”! Sé 


bintpp— r) at 
Cr A-mp)Cr man). - (r+ m ae nr) 


Das obere Zeichen findet ER wenn t eine ganze, poſitive, 
aber ungrade Zahl, das untere Zeichen aber, wenn ? eine gan 
ze, pofitive und grade Zahl ifte Wenn nun p — 7 — 7 , oder 
P—r=7, oder einer ganzen Zahl gleich ift; fo hängt das 
Integrale von x"dx(a-- 0x")? von dem Integrale von 
—m 


a! 97 dx Ca -A- lag")? ab, und wenn t= 2 eine gan⸗ 
ze, poſitive Zahl iſt; ſo haͤngt das Integrale des gegebenen 
Differenzials von dem Integrale von xtdxCa-bx”)’ ab, 
Denn in dieſem Fall hat man q — m H- zu. 


K 67 


Nun haͤngt aber das Integrale von x" CA AN- L 
von dem Integrale von x"dx(a-4- 6x" Y ab, wofern 
am +-tn—h 


3 
m Sg 


oder 
: n 


Das heißt, wenn ber Unterſchied der Exponenten von x auffer 
dem Binomio, dividirt mit dem Exponenten von x in dem Bis 
nomio, eine ganze, bejahte Zahl zum Quozienten giebt. Um 
dieſes zu beweiſen, nehme man die Formel 
RT 
wodurch man erhält 
Ka a PT) A ryxtdx(a - bx") 7t * x 
+ dx.buCp + „„ 
oder 
de ag bare 4-7) — pc ag Liser rt bene 
H (gbx” q bx” )xtdx(a + bx" p 
+ np 1)xt "dala bx") 
= (a4 -A- a)xtdx(a + bx" v 
+ Chip Hbn4-gh- byt dad ba" p 


Mit- 
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Mithin erhalt man | 

gan Ix" a atte 

Pi a * e L 1) 
agp DDC bx") | 


b(np 4-2-4-4-4- 2) 


9. 62. 


Wenn man alſo das Integrale von x"dx(a-- Dx*)P. aus 
dem bekannten Integrale von x"dx(a-4- x")? finden will; fo 
ſetze man J In = mn; oder J = m — 5, wodurch man ere 
haͤlt: = ee rn 
an a Dy ptt 


fx" dx(a A- bx" y — 


b(np +-m +- z) 
am -u r ` - 
fe d Ap. 
KC oie ren 
Eben fo findet may 


gt c m— 204 4 Hv a 
IK -+-m-+ p — n) 
a(m -u 1) fx" d + UND 
b(np m 1 —7) > 


fe —"dx(a KS bx” = 


Mithin 
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Das 


Mithin Bi man die ofen si P 


wn ep tee tnt 


fe” dala a bx" 


b(np Lm r) 
a(1 mny E 
P np-- m-4-2)(np Em E-) 

arm nar cim = A 37 m9 Ca ba" Pt 
bnp- m E rnp- m -  — nY(np-A- 2 
1 u — an). 22. Cr mn — rye! Ha latte t? 
TR Cup m (up A- m A- 1 — n) T. og (np EMT H t 70) 

g AC Hmn Aem — an) eos (Im tn fx” dyla bx”)? 

T bmp Am A zip a- m r— n) PM) | 


|. 


wert 
ae 
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Das oberſte Zeichen gilt, wenn z eine grade, das untere 
aber, wenn £ eine ungrade Zahl iff. Man ſiehet alſo hieraus, 
daß, wenn z7——15——w, oder wenn mn in, oder 


| m—-u 
t — , d, h. wenn ber Unterſchied der Exponenten von 
n 


auffer dem Binomio, dividirt burd) ben Exponenten n von x in 
dem Binomio, eine ganze, bejahte Zahl zum Quozienten giebt, 
das Integrale von "det Eb v von dem Integrale von 
EN) abhange, und E = dieſes gefunden 
werden könne. 


S. 632 


Das Integrale von dx( r —xx)3 hängt von ber Qua⸗ 
dratur des Kreiſes ab. Es ſey der Halbmeſſer = — die Ab⸗ 
ſciſſe = =x; fo ift die dazu gehörige Ordinate St EE, 
Wenn man nun Feder 0 durch Hülfe des Integrals 
von dx(r p finden will; fo ſiehet man, daß dieſes ae 

M— U: ` 4—0 


geht, weil t GE pua Wis ER eine bejahte gauze 


Zahl giebt. Nun ift aber a , b= gen 
und pi; mithin findet man 


( T EES 
rd . = Gase j 


— 


E? 
ee — — 2 3 exc p—— xx )s 
ius . 5.7 
Ferner iſt 
* d me 
fedis at cemere 
Io 


va rx ne 


10.8 Pe «es Oe 
PS 3 Cw 
— C — xx)à Ti ee, 
NER (r— xx) E eV face ee 


Dem — 
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Demnach erhaͤlt man 


x d T 3 — y- E * ( — 3x ` 15 
ee ee j Br: 


5 ro 
H3 Sc? 3 Srt) er I a 
Hae FAVS; IO0.$.6. : 
Le Cee non p 
(aT AL E ess BH IS — — dx(r — xx)2, 
= .. 10.8.6.4 0 2 28 che 103.43 ^ C i es ) H 


Wie haben aber schon oben geſehen, wie man das Inte⸗ 
grale ſolcher Differenzialien, wie ax (r — xx) finden könne, 


ee s L. G R A 
Wenn der Unterſchied m. = der Exponenten von * auſſer 
dem Wurzelzeichen, dividirt durch den Exponenten „von x uns 
ter dem Wurzelzeichen, keine ganze, bejahte Zahl zum Quozi⸗ 
enten geben wuͤrde; fo durfte man deswegen hieraus doch noch 
nicht ſchließen, daß das Integrale des gegebenen Differenztals 
von dem Integrale eines andern einfachern Differenzials nicht 
abbange. In folchen Fallen muß man den Exponenten der vers 
aͤnderlichen Groͤſſe unter dem Wurzelzeichen in beiden Diferen- 
zialien verneint machen, und wenn der Unterſchied der beiden 
ncuen Exponenten auſſer dem Wurzelzeichen, dividirt durch den 
Exponenten von » unter dem Wurzelzeichen, eine ganze, be⸗ 
jahte Zahl zum Quozienten gibt; ſo haͤngt das Integrale des 
einen Differenzials von dem Integrale des andern ab. 

Fragt man, ob das Integrale von x” dxat — xt) i 

von dem Integrale von dx(;*——x*)—3 abhange; ſo wuͤrde 

man dieſe Frage bei dem erſten Anſchein mit Nein beantworten, 
mn — 1 8 


weil =———— 2. Berwandelt man aber 


` 2 Li D 4 
jene Differenzialien in : 
x O = py- 3 
und in x delate = 7) , ſo ſiehet man, daß 
m -——1 — I0-]-2 


7¹ —4 0C 


eine ganze, bejahte Zahl zum Quozien⸗ 


ten 
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ten gibt. Daher haͤngt das Integrale des erſten Differenzials 
dennoch von dem Integrale des zweiten ab, und man erhaͤlt 
Date tT TEN CS 


gat 
x Hat + sp faaata E 
7 


214“ 


fe dxcatx” SET i—— 


Bon der Integrazion der razionalen Diffe⸗ 
renzialien. 


ar a 2 


$- 65. 
En jedes razionale Differenziale kann entweder algebraiſch 
oder durch Kreisbogen, oder durch Logarithmen, oder durch 
alle drei Huͤlfsmittel zugleich, oder endlich nur durch ini devs 
ſelben integriret werden. 

Man kaun es algebraiſch integriren, „wenn kein p 
Tider Nenner darinn vorkommt, wenigſtens darf kein anderer, 
als nur Ein eintheilichter veraͤnderlicher Nenner vorhanden ſeyn, 
den Fall ausgenommen, wenn der Exponent deſſelben — z ; 
alsdenn integrirt man durch Logarith n, wie aus dem vorher⸗ 
gehenden erhellet. 

Es find alfo nur die Fille noch übrig, wenn das vorgege⸗ 


bene Differenziale einen razionalen, sufammengefegten oder 
mehrgliedrigen Nenner hat. 


$. 66, 


Der vorgelegte razionale Differenzial⸗Bruch muß aber fo 
beſchaffen ſeyn, daß der Exponent der hoͤchſten Poteſtäͤt der ver⸗ 
aͤnderlichen Gröffe im Zähler um eine Einheit kleiner ift, als im 
Nenner. Wofern dieſes nicht iſt, ſo muß man den Zaͤhler mit 
dem Nenner fo lange dividiren, bis die uͤbrigbleibende hichfte 
Poteſtaͤt im Zähler kleiner ift, als die hoͤchſte Poteſtaͤt im Nens 
ner. Wenn man, zum Beiſpiel, 

x3dx 


44-]-34X-- XX i 
inte⸗ 
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integriren ſollte, fo müfte man zuerſt x?4x mit aa TH xx 
dividiren, wodurch man xdx zum Quozienten und — (3ax?dx 
L 44xdx) zum Ueberreſt bekommen würde. Man dividire 
daher dieſen Reſt wieder mit dem vorigen Nenner, wodurch 
man — 3adx zum Quozienten, und Sé dx + 3a3dx zum 
Reſt erhaͤlt. Statt ; 
- x3dx 

. aa + 2 


erhält man alfo dieſen Ausdruck: TES 
Ste + 303dx 


44 —- 34x 4-XxX 
L. ` 

um die Methode zu entdecken, vermittelſt welcher man 
Sakina Differenzial⸗ Bruͤche integriren kann, muß man ſi ch 
erinnern, daß das Differenziale des Logarithmen einer Griffe, 
gleich fer dem Differenzial dieſer Groͤſſe, dividirt mit der nem⸗ 
lichen Groͤſſe. Da alſo dieſe Differenzialien allezeit durch Briz 
che ausgedrückt werden, ſo kann man leicht auf die Vermuthung 
fallen, „daß die D ces s razionalen Differenzial⸗ Brüche 
von den Logarkthmen abhan 8 fep, zum 5 : 

— 24 log. ^. y — PR", CIES ` 


gegeben. Man findet 
a ax z2adx 


xdx — gadx -r- 


oder S ; 
244 + 34x EE Xx 


Um nun dieſen Bruch zu integriren, dürfte man denſelben nur 
in zwei andere zerlegen, davon der eine 2 Ex und der andere 
24 & zum Nenner hatte, und deren Zähler beſtaͤndige in dr 
multiplizirte Groͤſſen waͤren. Beide Bruͤche wuͤrde man durch 
Logarithmen integriren muͤſſen. 
8 | S. 68. i A 
Es iſt alfo ganz nathrlich, daß man bei der Integrazion 


er. Differenzial⸗ Bruͤche verſucht, dieſelbe in ſo viel he 
ruͤche 
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Brüche zu zerlegen, als der Nenner Faktoren hat, und einem 
jeden dieſer Bruͤche einen ſolchen Faktor zum Nenner zu geben. 
Dieß iſt auch in der That die Methode, beren man ſich bedienen 
muß, ſeinen Endzweck zu erreichen, wenn alle Faktoren, wor⸗ 
aus der Nenner des vorgelegten pi icc i m 
unter fid) ungleid) aues 


F. 69. 
Wenn aber einige Faktoren dieſes Nenners einander gleich 
ſind; ſo darf man nicht erwarten, daß die obige Methode ei⸗ 


nen guten Erfolg habe, weil in dieſem Falle das Integrale Se 
allein von den Logarithmen abhangen kann. 


Wollte man zum Beiſpiel 


, LEET ^ 
integriren; (o würde man das Integrale i 
— GA) C... 
finden, und dieß haͤngt gewiß nicht von den 1 ab. 
Wenn aber eine ſolche Griffe 


aa 
ws CS 2alog.(a ＋ * 0 ＋ 24 C26 K. 


— alog.(344- X) 
gegeben Ware; fo würde ihr Differenziale ſeyn 
“aads . gadx g, adx 


— —2— 4 — 44 — — — 
(a EN (a N 24--X ' ga- 
(2ax + an)dx aadæ dx 


— 


(a E x)? QAA-M RA 
zoüfdx - rya ν gax? tt 
(a 4-x)*(2a GIA) tie 
und wenn man dieſen Bruch integriren wollte; ſo wuͤrde baju 


nur erfodert werden, daß man denfelben wieder in 
(Da E aa)dx 2adx ada 


(4 x) A 2 34 x 
verwandelte, oder in drey einfachere Bruͤche zerlegte, davon 
der erſte ein Produkt aller gleichen Faktoren zum Nenner hätte, 

Integral Recon, K und 
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und in defen Zahler der Exponent der hoͤchſten Poteſtaͤt von x 
um Eine Einheit kleiner waͤre, als der Exponent der höͤchſten 
Poteſtuͤt im Neuner. Ein jeder der beiden andern Brüche wir: 
de einen der ungleichen Faktoren zum Nenner und keine spen: 


von im Zähler haben. ) 
Wenn alfo Aut. Alanu Y M imu 

Ca -A- bx 4 cx? erer 

ML N NP. ie Ta” 0 


auf eine allgemeine Art jeden razionalen Differenzial⸗Bruch vor- 
ſtellet, und man annimmt, daß in dem Nenner eine Anzahl 
von m gleichen Faktoren g, eine Anzahl von pu gleichen 
Faktoren xh, u. ſ. w.; ferner eine beliebige Anzahl von 
ungleichen Faktoren x Ei, x Ei X Aer u. ſ. w. vorkommt, 
in welchem Fall der obige Ausdruck in 

— a „„ kx” dx 


CBOE PN PD pen): 
a wird; fo Nuß n. man, SH Werren zu Dunnen, ſetzen 
(ca NT ba? Sh Zb GEN 


NE" D em eee ever. 
Ax m dx l Pi" d Rar 
——————À—Á A y 


br GI". : 
Ap "et Bae de i d'A 0 dit. 
ae "Ce E de 
! i-*EZdx Bar. Ndx 
er — Tele 


a KG x4 : * 
wo 4, B, C "m w. beftändige Griffen find, deren Werth be: 
ſtimmet werden muß wenn man würklich integriren will. In 


e 
che der Des: Brüche — — u. i w. bat die 
— rt % o E 


Duer keine Somit, ame ibre Suteaatien find, 
Llog. (x-i); Mloz.(x 4-4) u w. 
Was aber die zuſammengeſetztern Brüche, wie 


ECT CN Ax" Nae Bx det = Rd 
qure — —— —— a hen E 
BER 8 iting ia Gebäi. i 


Aë betrift, 
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betrift, fo ſetze man x Eg, woraus folgt — 
und dx dz. Wenn dieſe Werthe in die obige Formel geſetzet 
werden; ſo verwandelt man dieſelbe in eine Reihe eintheiligter 
Differenzialien, welche leicht integriret werden koͤnnen, und von 


dz 
welchen ein Einziges die Form — hat, oder durch Logarithmen 


integrirt werden muß, Eben ſo ei man mit dem Gliede 


A xt — "dx az B'ap7?dx . Kg. 
(x 4- Ip 
Man fest nemlich 
: TX —— 2. 
70. 


Es bleiben uns alfo nur noch zwei Sachen zu unterſuchen 
übrig: die erſte, die Faktoren des Nenners des vorgelegten 
Differenzialbruchs zu finden; die andere die Coeffizienten 4, 
B, C u. f. w. zu beſtimmen. 


8 N 1. 

Um die Faktoren des Nenners zu finden, muß man eben 
fo verfahren, als wenn man eine Gleichung, welche Do iff, 
auffS(en wollte, wodurch man die zweitheiligten Faktoren finden 
wird, durch deren Multiplication der Nenner entſtanden tft. 
Wir berufen uns auf die Regeln, gii at in der niedern 
Algebra gegeben werden. 


, M DT; ne 7 
" 72. un 

Wenn man die Coeffizienten A, B, C u. f. w. beſtimmen 
will; fo bringt man zuerſt alle Bride, worin diefe Coeffizien⸗ 
ten vorkommen, auf einerlei Benennung. Dadurch erhaͤlt 
man zwey Glieder einer Gleichung, welche einerley Nenner ha⸗ 
ben, den man alſo auf beiden Seiten wegſtreichen kann. 
Bringt man nun dieſe beide Glieder auf einerlei Seite; ſo kann 
die Gleichung / unabhängig von jedem Werthe von x, nicht anz 
ders ftatt finden, als wenn die Summe der Glieder, welche in 
Eine und eben dieſelbe Poteflat von & multiplizirt wird, Null 
i S erhaͤlt man fo viele Gleichungen, als unbeſtimmte 
1 K 2 Coeffi⸗ 
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Coeffizienten vorhanden find. Die Beſtimmung dieſer Coefftzi⸗ 
enten iſt mithin keiner Schwierigkeit mehr unterworfen. Bei⸗ 
Were werden die Sache am beſten vilius 


S. 73. 


x 
Wenn man — integriren (ol 5 jo fege man 
aa — XX e 

dx Adx Bdx 


FT r a—x 


oder 
dx (da — Ax +. Ba 4- Bx)dx 
au - ? a —— oe 
oder 


” a da Ax 1 Ba Be, 
woraus folge 


r+ Ax E 
— 4a — Bx 4 — o. 
zac Hai 
dieß sieht de- Bao, um 4— Bo. Mithin 
I 
= Ba. Demnach 
— dx — d 
dx 24 24 K 
4a— XX a E  a4—x 
und 
dx d 
ss e Gelee lege ert 
unn ER 24 
= z^ 
Hm J : 
A ^. S. 74. 


Zum zweiten Beifpiel wollen wir den Bruch 
roatdx 4 2603xdx + 170° d 4 30x3dx 
Cay Coat x)(34-rT- x) Ms. 
erwaͤh⸗ 


der Integralrechnung. | 149 


erwaͤhlen. Man ſetze denſelben : 
d (4x + B)dx Cdx Ddx 


(2747 Ry 2 N ax 
und bringe dieſe Bruͤche auf einerlei Benennung, ſtreiche den 
gemeinſchaftlichen Nenner weg, dividire mit dx und bringe alle 
Glieder auf eine Seite; ſo wird 

roat + 2643x Ta ag K 


—.6Ba? — 5Bax .— By? .— 4x? 
- 3003 — 6Aa*x —54ax? — C = 0 
aba —7Ca?x, — 5Cax? — Dx? | 
SD —. s Du 

Mithin 


„ e orm De. i 

1a ?—— 54 g — 4Da — o, 
2643 — 5Ba — g. CA. 5Da^ = 0, 
"oat GB — 3Ca? — 2 Da? — o. 


Aus dieſen Gleichungen findet man 
= 245 u H 03 245 D — a. 
Das RR Differenziale verwandelt ſich alſo in 
(2ax-aa)lx ` zadx adx 


— 


(à a 2a EN 34 ＋E * 
Das Integrale der beiden letztern Bruͤche iſt 
"S 4 lag. (2 x) — a log. (34 ＋ X) 
Und um das Glied 


(2% 4- aa)dx 
| “(ax)” 
s integriren, fee man a EK z; ſo wird = 2 4 und 
dz; daher 
(24x + = (2az — aa)dz 
(ax) 7177 22 
2adz = aadz 
= — —— nnd Dagon ift das Integrale 
) ds 22 
aa 
> RE A — e TT 
apao 


RT Mit- 


pe Anfangsgründe 
; Mithin dad vollſtaͤndige Integrale 


4 


— + 24log (2 -4-x) + aa log. (aa EN 
a En , 


teen a lag (apts dd | 


SE 
Wenn aber in dem Nenner des Locis e Differenzial⸗ 
Bruchs einige unmoͤgliche Faktoren vorkommen; fo zerfällt man 
den Nenner zuerſt in alle ſeine reelle ‘Sabor: das übrigblei⸗ 
bende Produkt aber, nicht in Faktoren vom erſten, ſondern 
vom zweiten Grade. Fuͤr einen jeden Faktor vom zweiten 
Grade, den man allgemein mit ax? bec bezeichnen kann, 
bekommt man ſodann einen Bruch von dieſer Form 
Aud oe Bax 
ax? ＋ bx Sr € 
a* dac 

— ; integriren ſoll; fo 


wi) 


Wenn man, zum Belſpiel, ` 


findet man, daß a—ıx ein i des AR ift. Divivive 
man nun den Nenner mit dieſem Faktor; fo erhaͤlt man 
a? 4- ax 4- x^ gum Produkt der beiden ‚andern Faktoren, wel⸗ 
che aber beide unmoͤglich ſind. 

Statt alſo das vorgegebene Differenjiale t in drei einfachere 
Bruͤche zu zerlegen, davon ein jeder einen Faktor des Produkts 
43 — x? zum Nenner hat, zerlege man daſſelbe nur in zwei 
Brüche, davon der eine den Faktor 4 — x und der andere den 
Faktor a Lo EN zum Nenner hat. Man fege alfo 

atdx Adx ` Bxdx 4-Cdx 


ET I NU Era 
a — x 3 d- p qx f xt 
Bringt man dieſe zwei neue Brüche auf einerley Benennung, 
laͤßt den gemeinſchaftlichen Nenner weg, dividirt mit dx und 
Hringt alle Glieder auf eine Seite; ſo hat man 
| at — Aax — Ax? (= 
33 Bx”. 
Jw Ca Bar 

Setzt man nun gleich Null die Saum derjenigen Glie⸗ 
der, welche in die nemliche Poteſtaͤt von * multipltzirt fi ſind; ſo 
erhält man 


+ 
` — 
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E Ao, De SE salle — Ca 9457 
2 42 
eithin KE Ee E „ B i oes e ap Folglich . 
3 AT 
a*dx zh Ce xdx + zëck 
Ne =f x) Be nu S 
Wie man das Smale des zweiten Bus finde, wird 
man gleich loge 


8. 76. 

3 Wenn ſich unter ben Faktoren des e, on es welche 
befinden, dle unter fid gleich find; fo erhält man, für eine jede 
Anzahl u ſolcher gleichen ä einen Bruch von dieſer 
Form 

4 mE. 
sd ah Be de un pds s. 
(ax? H- xy imos 
Wenn man, zum Beiſpiel, 
e App AS ＋ gad 

(aa + ax LAY) C — x3)" ad "nam 
integriten wollte; ſo wüde i man finden; daß der Gees $ in 
diefe drey Faktoren r BOTS ani 

WA, x? ax E, und x ax -q- a? 

zerlegt werden konne. Ohne mich alfo babe) aufzuhalten, dieſe 
beide letztere in Faktoren, welche unmöglich, ſeyn wurden, zu 
zerlegen; ſo nehme ich vielmehr das Produkt derſelben, nemlich 
E ax 44°)? zu dem Nenner Eines Bruches. In dem 

Zaͤhler dieſes Bruchs kommen alle Poteſtäten von a x vor, deren 
bochſter Exponent um Eine Einheit kleiner i als der papie 
Exponent von x in bem Neuner. Man, erhält alſo 

G e dr 

yu. A ee TE 

Q + ax K* M a) 
Hay 8 95 At" I E Us b LU MEME 
UG nnb. cents aay dé 


dne ditt a Chiat See, $ do 


mm a $4 Fer⸗ 
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Ferner 
x* + 5ax3 — za? Ax? ＋ gaix ＋ E 
— Axt + Bax? — D — Ex = AtA c 
— But — Cx3_-¢- atx? * Dx a dn 
— T 
ES EES ES 6a Ga? 
raus folgt 4 — wl 88 
e URS Baie Mees ` mi duo 2 : 
2443 —-244 roat 313.9 d 
EE at E= Da alſo die Coeffizien⸗ 
G 6 —4 


beſtimmt ſind; ſo bleibt uns nichts mehr übrig, als die Nez 
an vorzutragen, nach welchen der zweite Bruch integrirt wer; 
den muß. i à; 
$. 77 
Zuerſt bie Regeln, nach welchen Differenzialien dieſer 
Form 
Axdx 4- B 
ER: 
integrirt werden. 
Wenn man Zähler sit Bere mit a Kess fo. kann 
man daffelbe aud) fo ausdruͤcken, 


Made B dx 
SE ER 
= r dec 
Soden ſchafft man das zweite Glied aus dem Nenner weg 


und ſetzet in dieſer Abſicht 4-3) A wodurch man ev 
— * A und dx ede)” v 


' Dieß in ben obigen Ausdruck geſetzt, giebt ein "Differt 
site von biejer Form 
Czdz 4- Dis 


22449 


Czdz 
davon das Glied m durch kogarthmen, das andere 
EE 


aber durch einen Kreisbogen, deffen Radius —4, und Sane 
gente —2, integrirt werden kann. ; 


Man 
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Man fol, zum Beiſpiel, 
a aads ' 
x? EAX EA x 
integriren. Man fee x—z—-345 fo,erhält. man 
: a^xdx aft SES 


ER cH naeh quii > 
mm df IX. Le ZC 34° area + 
ee) 


t 


Das Integrale des erſten Gliedes iſt = — = leg (v4 we *) 
und das Integrale des zweiten it bie 5 eines Kreisbagens, 
deffen Tangente = z und BEE =— SC? 3. 


A 78. , Es 

Eudlich wollen wir noch eigen wie EE von 
dieſer EES 
MIIIRN OF 4 a dy t beid A weise de 
u 275 H 725 S ! (a E aN 4%). 
integrirt werden muͤſſen. Zu dieſem Ende ſchaffe v man ji 
das zweite Glied aus bem Nenner weg, und fee x z—2— 443 
ſo verwandelt ſich das vorgegebene Differenziale in : 


EC um E Bade. 
LESS eT s 124554 GEN = 
Cy bey Cay ET 
Tel b a? 
mo d= 7 s) ea 
f 4 2 


K 5 Dieje⸗ 
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Diejenigen Glieder, wo 2 einen graden Exponenten hat, 
integrirt man nach der Methode §. 58. 59. u. ſ. w. Dieje⸗ 
nigen Glieder aber, wo 2 einen ni Exponenten hat, 
nach H. /0. = 
Von einigen Verwandlungen; ` etii die Inte⸗ 

grazion erleichtern konnen. 
8. 74 
; re; ET 

Heer laffen fi) keine allgemeine Regeln geben. Die ueber⸗ 
ſicht uͤber das Ganze, der Gebrauch, den man von einer Groͤſſe 
machen will, und die Fertigkeit im Calculiren, muͤſſen in jedem 
Falle zeigen, was man zu thun hat. 
| Die Abſicht ſolcher Verwandlungen iſt, die vorgegebene 
Differenzialien razional zu machen. Gelingt dieſes, ſo iſt die 
Integrazion PN keiner DE mehr NEE 


" 80, 
Wenn eingliedrige Wurzelgroͤſſen vorhanden find; fo verz 
wandle man dieſelbe zuerſt in Poteſtaͤten, welche Brüche zu Ex⸗ 
ponenten haben, und ice Brüche bringe man auf einerlei Ze 


nennung. Stellt nun xn eine ſolche Poteſtaͤt vor; ſo ſetze man 
$ —— 


x» —2; mithin x—2" und dx H dz. Dieſen Werth 
von dx in das gegebene Differenziale geſetzet, eren daſ⸗ 
ſelbe in eine razionale Seite, So Wa Wen Beifpiely ; 

day x 4 * pads ade piade 555 akda ES 
e EE Lee rig pum KS KS wy 
Man feke xs —z, oder w=; ſo wird d 6a ds. 
6zîdz -È G d: gend A viia A 34 
Botti — = von das 
2514-22 | 2 i 


"enga leicht gefunden werden kann. 2 EE =a aj 


$. 81. 
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Se^ S. 81. 2 KZ 
Eine jede Grbſſe ` in welcher nur eine dE 
Wurzelgroͤſſe vorkommt, welche den zweiten Grad nicht uͤber⸗ 
ſteiget, oder in welcher die veraͤnderliche Groͤſſe, unter dent 
Wurzelzeichen, auf keine höhere Poteftät, als auf die zweite er⸗ 
hoben ift „ kann man allezeit durch die eine oder andere der bei⸗ 
den folgenden Methoden razional machen: 

.x) Wenn man das Quadrat der veraͤnderlichen Griffe unter 
dem Wurzelzeichen allein geſchrieben hat; ſo ſetzet man 
die Wurzelgröoͤſſe gleich der in ihr vorkommenden veraͤn⸗ 
derlichen Groͤſſe A einer andern veraͤnderlichen Griffe, 

2) Oder man zerlegt die Wurzelgroͤſſe in ihre Faktoren 
und ſetzt ſie dem Produkt einer dieſer (oe in eine, ane 
dere veränderliche Grb(fe, gleich. 


dim 
ALI — ges ben Ware n man reden 
Wem dp e a dte 5 rm man (een 


| LZA Ae esi 
y (Xx -A — x — 2. sem xl , unb 
22 
= sg LL ran 
u EE i ea MR 
V (xx — aa) 2 : ` si: : | N * 
Man hatte auch ſetzen — eg dus mg rear 


I mbar ae aye ey. 


3 e E 


dide: i: REUS 5 i *. — DKE j d ini 
und (X A — Cay? Alſo finder man 
' 2 ＋ 4 2 

j rus e aom RT 

4 = pe ee 
4 12 ; 552 b OM) 
unb an mif 1 e AE: 

y (“x — aa) - y — I 
Zei 


Diefe Mechode kann man auf die Steftificotion ber Para⸗ 
bel anwenden, wo 


lu a) = (ar er =) 


* 
ll 
E 


MERI. 
x 


136 Anfangsgründe 
EEE fiy (: + =) ift. Man fire — — Ms LU 2 
Nis fete (en) =y u. ſ. w. 


§. EIS 
Wenn unfer dem Wurzelzeichen kein zweites Glied vor⸗ 
handen ift, fo kaun man die Wurzelgroͤſſe gleich ſetzen einem 
Produkt aus einer neuen veraͤnderlichen Griffe in die veraͤnder⸗ 
liche Griffe unter dem Wurzelzeichen. Wenn alſo 
dx 


Vaa (aa xx) 
— ift; fo kann man ſetzen à 
(aa — xx) — xz. : 
Und wenn aud) cin ‚zweites Glied vorhanden wäre; " Finnte 
man fid) dieſer Verwandlung doch bedienen, wenn dieſes zweite 
Glied vorher weggebracht wuͤrde. 


$. 84. 

Endlich kann man, immer in der Abſicht, das Differen⸗ 
ziale razional zu machen, die veraͤnderliche Gröſſe oder eine 
Funktion derſelben einer andern veraͤnderlichen Gröͤſſe oder ciz 
ner Function derſelben gleich ſetzen, in welcher man mit Fleiß 
einige Griffen vor der Hand unbeſtimmt laͤßt. Um, zum Bei⸗ 
ſpiel, die Faͤlle kennen zu lernen, in welchen man 

x" dx(a 4- bx")p 


razional ae kann, ſo ſetze man 


(a ＋E bx”)? — 24 
wo 4 unbeſtimmt iff. Man finder siio 


a ＋ bx” pe 
! 4 D 
n E breet, A 


b 


f is 2 
unb xt ad 


a= Mithin 
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Mithin Aaf 

d 7 7 4 ara Tel we 
x" dx(a EUA — -2— zP 

npb 


und diefe Gröffe ift eines Bion Fo 8 faͤhig, J mag 
nE I f 
beſchaffen fen, wie man will, wenn . eine ganze, 
poſitibe Zahl oder Null iſt. T 
Eben dieſen Ausdruck kann man in dem Fall, wenn 
n ET 
n 
wenn man 7 Dp ſetzet. 


— z cine ganze, verneinte Zahl ift, razional machen, 


Und wenn p =, wo k eine ganze, ungrade Zahl 

2 1 Gs 

bezeichnet; fo kann man den obigen Ausdruck unter die $. gr. 
m 

angezeigte Faͤlle bringen, wenn man 7 & ſetzet, unb — Wa, 

r IT : "m 


k 
eft, k aber eine ganze, ungrade Zahl bedeutet. 
Zo Ze | 
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In manchen Fallen kann man bie Integrazion erleichtern 
og man die veränderliche Gröͤſſe einer ſolchen Vim, wie 


gleich ſetzet. Wenn, zum Beiſpiel, 
x'5dx -4- adx 


n I 

gegeben ift, fo feke man x = — 
"M à 2 

2d — A d 


Tuy tz i À 
welches in eine Neihe von Monomien und einen — ge 


Adz 
diefer Form 
1-22 


und man findet — 


aufgelöfet werden kann. 2 


Von 
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Von der Integrazion ſolcher Differenzialien, in 
welchen zwei oder mehr veraͤnderliche Griffen 
eee 


A 86. | 


SG. man auf die Regel zuruͤckgehet, welche wir in der 
Differenzialrechnung fuͤr die Differenziazion mehrerer veraͤnder⸗ 
lichen Groͤſſen gegeben haben; fo wird man daraus leicht den 
Schluß ziehen, daß man, um Differenzialien mehrerer veraͤn⸗ 
derlichen Groͤſſen zu integriren, alle diejenige Glieder, welche 
in das Differenziale einer und eben derſelben veraͤnderlichen 
Groͤſſe multiplizirt find, zuſammen nehmen und ſo integriren 
muͤſſe, als wenn nur eine einige veraͤnderliche Griffe vorhanden 
der alle andere beſtaͤndig wären. Differenzürt man dieß gez 
anehe Integrale, indem man nach und nach alle vorkommende 
Großen als veraͤnderlich betrachtet und ſubtrahirt das Reſultat 
von dem vorgegebenen Differenziale; ſo iſt das gefundene In⸗ 
tegrale vollſtaͤndig, wofern bei dieſer Subtraction nichts übrig 
bleibt, und eine beſtaͤndige Groͤſſe hinzugeſetzet wird. Iſt aber 
ein Reſt vorhanden; ſo wird in demſelben die veraͤnderliche 
Griffe, mit welcher man die Integkazion angefangen hat, nicht 
vorkommen. Man verfährt ſodann mit dieſem Neft nach der 
vorigen Regel und wiederhohlet dieſelbe bei jeder ne 
Griffe à 
Wenn man, zum Beiſpiel, ben Ausdruck 
FFF 
integriren ſollte; fo nimmt man die zwey Glieder, welche in dx 
aue find, nemlich 
3 yds , 
und integriet diefelbe fo, ald menm y eine beſtändige Gröſſe 
wire, Davon ift das Integrale wy E y^x. Wird nun die⸗ 
fer Ausdruck wieder differenziirt und das Refultat von dem vor⸗ 
gegebenen Differenziale ſubtrahirt, ſo bleibt nichts übrige 
Man folgert hieraus y daß 
e pe eG 

das vollſtaͤndige Integrale fey. 


Dä $. 87. 
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BE "` M §, 1/87» A 
Sol man den Ausdruck th 
s E g M N x?dz + 2xzdx > 255 s yy - 
integriven, fo findet man, wenn alle Glieder, fo. mit dx iad 
tiplisirt find, zuſammen genommen werden, und ſo integrirt 
wird, als wenn y und 2 beſtaͤndige Groͤſſen waͤren, das Inte⸗ 


grate Wan Togo VERO ird aber das em gp 


HI 


davon ift das — — — x und dieſes zu dem lea 
addirt, giebt für das vollſtaͤndige Integrale = 


Sidnis e 05d "Ss ys i , 
Weil es aber nicht möglich ift, ein jedes AE in 
welchem mehrere veränderliche Grdffen- vorkoramen, zu integri⸗ 


ren; fo iſt es nothwendig, die Faͤlle kennen zu lernen, in wel 
chen die Sache möglich ift, 9205 


e n Hos 
Es fey Pdx -+ Ody eine Differenjnlgrhfe,.. in ‚welcher 
P, Q Sunctionen von und / find. Wenn dieſelbe einer Inte⸗ 
grazion fähig ſeyn fol; fo muß das Differenziale von P, wenn 
allein veraͤnderlich betrachtet wird, dividirt mit dy, gleich ſeyn 
dem Differenziale von 95 wenn x allein veraͤnderlich angenom⸗ 
men wird, dividirt mit dx: ein Satz, welchen man folgendergeſtalt 


db, dg 
dy. dx 
auszudruͤcken pflegt. 
um dieſe wichtige Eigenſchaft des Sifeseniale Strade 
Pde Ody i 


zu erweisen; fo fe U’ das vollfiindige Secale von Pdx 
＋ Ody, Es ift alſod 

dU zz Pádx te Ody. w dus 

Wei 
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Weil Pax das Differenziale von U ift, wenn man nur x 
als veraͤnderlich annimmt, und Ody das Differenziale von U, 
wenn y veraͤnderlich angenommen wird; ſo hat man, ne 
der pened E MES 


dU 
SH = V 
Den erſten Ausdruck Wee man fo, daß nur veraͤnder⸗ 
lich betrachtet wird, und bivibire mit /: den zweiten Ausdruck 
fo, daß nur x veránberíid) betrachtet wird, und Bibivice mit 
dx; fo hat man 
dP ddU dQ ddU 


dy ` dxdy de dyx 
Da nun nothwendig einerlei Reſultat herauskommen mug, 
wenn man eine Function U entweder fo differensiirt, daß man 
zuerſt y und dann x, ober zuerſt x und dann y veränderlich 
annimmt; fo ift 


dad ddU 
SR BF. ISP Gs dad EZ dydx d 
woraus folgt HIER d 
dP ag 
dy Tode 


Es T ! zum Beyſpiel „U xy; ſo iſt 
dU — ydx + kd 


dP d | 

ou Pray, Q x und seg yj . — Ferner 
= ut La,, fo iſt eth 
au xdx E ydx E xdy 
„ x + aay) 

woraus folgt 

«pae * es * 
gH m cr ＋ 229) v (xx 4 axy). 
ZS d ep Sun 


a dy. (sn T ja à 
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Mithin — — 
dy ux 
Wenn dU — Ad + xy^dx; fo ift 
1s, Q= xy? 
und diy» =y Sa, ER Y 
OH dr 
$. 90. 
Wenn demnach ein ſolches Differenziale unmittelbar inte⸗ 
grirt werden ſoll; ſo muß es die Eigenſchaft haben, daß 
dP 49 
dy dx 
Wofern dieſe Eigenſchaft nicht ſtatt findet; ſo iſt das vorgege⸗ 
bene Differenziale auch keiner unmittelbaren Integrazion faͤhig. 
So kann, zum Beiſpiel, 
ydx — xdy, 
oder hr 4- 2x: 
nicht integriret werden, weil beide Differenzialien die obige €i» 
genſchaft nicht haben. 
Wenn gleich aber 
Pdx -A- Qdy — o 
kein vollſtaͤndiges Differenziale, und demnach auch nicht 
dP do 


— LL — 


ay dx 
ift; fo kann es doch Sálfe geben, wo man die Gleichung 
Pax + Ody = 0 
in ein vollſtaͤndiges Differenziale verwandeln kann, wenn nan 
nemlich dieſelbe mit einem gewiſſen Factor multiplizirt, wie wir 
bald ſehen werden. Hat aber das vorgegebene Differenziale 
die Eigenſchaft, daß 


Be ee 
dy Et dx, 


fo integrirt man nach der Negel des Sten Sphen. 
Integral Rechn. g Wenn 
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Wenn dU = 4- sey" dyi ; fe findet man U— x. 
Und wenn 
dU — (ax + by Ode (bx N=, gd 
ſo findet man 


AXX fos 
8 S ue Oi ake ter 


§. 91. 

Wenn mehr als zwei veränderliche Griffen in dem por, 
gegebenen Differenzial-Ausdruck befindlich find, das heißt, 
wenn derſelbe die Geſtalt hat 

Pdx 4- Ody - Rd 
fo kann leicht bewieſen werden, dag 


dP 49. 
dy dx 
db dR 
dz dx 
dQ aR 
dz 77 dy 


Dënn es fey hs 

' U == /(Pdx +- Ody + Raz) 

fo ift dU — Pdx -+ Qdy, l 

wofern z als eine beſtaͤndige Gröffe berachtet wird, und dar⸗ 
aus folgt 


dy he 
Sft y allein eine beſtaͤndige Griffe, fo ift 
dU — Pdx + Rdz 


dP dR - 

und — = — 
dz dx 

Wenn endlich x allein eine beftandige Gröffe ift; fo hat man 

dU = Ody +- Rdz 
G d 

und ag — pa 

dz dy 


Betrac- 
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Betrachtet man demnach x, y, 2 zugleich als veraͤnderliche Grog 
fen; fo hat man 
dP dQ dP dR d ae dR 


dy dei dz ar dz 4% 

Wenn diefe Ausdrücke wahr find, fo ift Pdx +- Ody 4- Rdz 
ein vollftändiges Differenziale; und man integrirt ſolches nach 
der Regel des 86ten Fphen. Wenn, zum Beiſpiel, 

dU = g ran Sp gx 27 uF dy A 2x?y*zdz 
fo iſt Po—3y'z^x^, 9 — 4x92^y? 5 Raz 2x7 yt. 
Und man findet Ge 

SEP 


dy 
aP dk 


42 dy ^ 
Da alfo das vorgegebene Differenziale ein vollſtaͤndiges Diffe⸗ 
renziale ift; fo findet man U= x3y*z^, nach der Kegel 
$. 86. i 


Von den Differensial - Gleichungen, 


$92. 


SE in der Differenzial⸗Gleichung nur zwey veraͤnderliche 
Griffen x und y vorkommen, und auf der einen Seite x und 
dx, auf der andern aber y und dy fid) allein befinden; fo bes 
ruhet bie Integrazion eines jeden Gliedes auf den Regeln, die 
wir oben bey den Differenzialien einer einzigen veraͤnderlichen 
Groͤſſe gegeben haben. 

Wenn alſo ax"y"dx —byaxtdy gegeben ift, wodurch 
man auf eine allgemeine Art jede zweigliedrige Differenzial⸗Glei⸗ 
chung bezeichnen kann; fo dividire man erft mit a", dann mit 
x, und man erhält 

ax" rd bya—*dy 
L 2 davon 
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davon das Jutegrale iſt 
axi Tet^r big 


ie q—-r- 1 


$. 93. 

Weil es aber geſchehen kann, das entweder das eine oder 
das andere Glied der Differenzial⸗Gleichung, in welcher die 
veraͤnderliche Groͤßen abgeſondert ſind, oder keines von beiden 
algebraiſch integrirt werden kann: die Gleichung aber entweder 
ſchon algebraiſch iſt, oder doch wenigſtens auf eine algebraiſche 
Form gebracht werden kann; fo ift es noͤthig, diejenige Falle, 
welche am haͤufigſten vorkommen, naͤher kennen zu lernen. 
Wenn, zum Beiſpiel, in der obigen Gleichung, m — v —— r 
und q— n r wäre; fo verwandelt (id) dieſelbe in 

i adæ bdy 


—— 


x y i 

und man erhält alog. x — blog. y + log. C, weil man anneh⸗ 
men kann, daß die beſtaͤndige Groͤſſe ein Logarithmus fey. 
Dieſer Gleichung kaun man eine algebraiſche Form geben, 
wenn man ſie ſo ſchreibt 

log. x4 = log. yb A- log. C — log. Cyb 
woraus folgt * ==> Cy’ 
eine algebraifche Gleichung. 


$. 94. 
Wenn nur allein der Exponent J— u = 7 5 fo wird 
/ bdy 


ax” rd = —— 
Lo dp ue 
und ——ÁÓ p — blog.y A log. C: 
9m - EA 4 
Dieſer Gleichung kann man eine algebraiſche Form geben, 
wenn man das erſte Glied mit Jog. e multiplizirt, wo nemlich e 


die Zahl, deren Logarithmus — z: Es ift mithin 
M 


log.e = blog. y +- log. C. 


NM - 
oder, 
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GEN ax? 
oder, wenn m—r-p-r =p; log. e? — log. Cy’. 


»" oaxP 2 
Endlich ect ER = ap. 
$. 95. 
Zum zweiten Beifpiel wollen wir 
dz 
ud = 2 


te „wo das zweite Glied das Differenziale eines Kreis⸗ 
bogens bezeichnet, deffen Sinus =z, und Halbmeſſer — x 


dz 
if. Es ift mithin z der Sinus von f[—— heey ober von 


ſudx, das ift, von zx-1-C. Man erhält iu 


2 Sin. (ux . C). 
Auf eben ie Art wuͤrde man aus der Gleichung 
dz. 
ndx — — 
y Laus) 
folgern ‘z Coſin. (u + C). 
nude A 


Wei 


zeichnet, desen Fanden =z und EE er ift; fo 
fune man aus der Gleichung 


- das "Differenziafe eines Kreisbogens be⸗ 


dz. 
Hx — uve Tp 
rare chr nun; niy 
daß 2 Tier. (x A-C) fey. 


gegeben, und man follte 


dz 
Bie aber ndx — 
4—-]22 "ch 
perflben gie die Form, wie der vorigen geben; ſo ſetze man 
z= mu; wo m eine beſtaͤndige Groͤſſe bedeutet. Der obige 
2 3 Muss, 
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Ausdruck verwandelt ſich alfo i it ae ſetzt man n =, 


T 12 
4 
fo ift m= 7’ mithin erhält man i 
KAS du 
"dx = axe 
; -p- auu 
du on 
u — — dx , 
», Tun ~ b €: fs 


folglich E — ar f — Tang. La af 4- C E 
Endlich 2 KC — Ten. Cav af 4- C ) 


$. 97. 

In dieſen Ausdrucken Sin. Cx AC, Tung. (1x ＋ C), 
welche wir eben gefunden haben, bezeichnet az die abjoz 
lute Lange des Bogens in Theilen des Halbmeſſers. Weil es 
aber bequemer iſt, wenn man den Bogen durch die Anzahl der 
Grade, die er enthält, als durch feine abfolute Linge ausdruͤckt, 
fo muß man dergleichen Größen durch die Anzahl der Grade, 
welche der Bogen enthaͤlt, zu beſtimmen wiſſen; welche Abſicht 
leicht erhalten wird, wenn man die gegebene Lange des Bogens 
durch die Anzahl der Theile vom Halbmeſſer, welche ein Grad 
enthalt, b. i. durch o, 0774533 dividiret, oder welches einer: 
len Reſultat geben wird, mit 57,2974766 multipliziret. 
Der Sinus eines Bogens, deffen Lange —Ö, und der Sinus 
eines Bogens, deffen Anzahl Grade durch b+- 57, 2974166 
ausgedruckt wird, f nd demnach aleidhbedentende Aus druͤcke. 


$. 2 
Wie = ben, wo Beib 
aͤre 5 de eben, wo beide 
Vers virgi `. E 
Glider die Differenzialien von eee bezeichnen, welche 


ſich 
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fih Due verhalten, und deren Sinus x und y ſind; ſo muß 
man ein jedes dieſer Differenzia ien razional machen, wenn man 
integriren will, und dieß geſchiehet, wenn man 


VCı — xx) xy (— 1) —z 


und V(r— yy) = yy (—1) —t 
ſetzet. Dadurch wird die Gleichung in dieſe 
ndz dt 
eres, ee 


verwandelt; denn es ift 
xy (=) Cs yr xx) — 


d V ) T d ada $ d 
ithi — dz 
mithin xy (— ) + PITE) 
dac x A y/ (xx — 1)): 

oder ( = = dz, 

V (4 — xx) 

ndx ndz 
endlich 


— — — — 7" 
V (t—xx) x -4—- y (xX 1) 
Ferner wird auf eben dieſe Art gefunden 


4 be dt 
| V(r—uy) e zs 
Daher ift : 
ndz . dt 

ndz(y A- Vom — T)) D dë LKE ^ 
oder N : 
ndz(yV/ —1 —y(r— yy)) == di(xy/ —ı — Vize 
b. h. uz. t == dt. z 
endlich ur er; 

z y^ 


und davon ift das Integrale " 
nlog. 2 — log.t -A log. C 
oder Ci == 2”, 
und wenn man ſtatt t und 2 ihre Werthe ſetzet, 
Clyv mv a— y) OY nV Or x) 
£4 wel 
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welche Gleichung auf eine allgemeine Art das Verhaͤltniß der 
Sinus * und zweier Bogen bezeichnet, davon der eine das 
mehrfache des andern iſt. Um aber dieſe Gleichung anwenden 
zu koͤnnen, muß man zuerſt die beſtaͤndige Groͤſſe C beſtimmen. 
Nun kann man annehmen, daß die beide Bogen einerlei An⸗ 
fang haben, folglich x und y zu gleicher Zeit verſchwinden; in 
dieſem Fall verwandelt ſich die Gleichung in 
t U , de C=). 

Nun ift aber (— xr)” entweder eine bejahte oder verneinte 
Groͤße, je nachdem x eine grade oder ungrade Zahl iſt; man 
erhält alfo — C= oder CT r; wo das obere Zei- 


chen fuͤr den Fall gehört , ba x eine grade, und das untere, 
da » eine ungrade Zahl ift; man bekommt alfo endlich 


+ (n —1: —V/ U yp) = (x tv G— x)", 


§. 99 
In jedem beſondern Fall ift es leicht, die unmoͤgliche 
Größen wegzuſchaffen; das einfachſte Mittel beſtehet darin, 
alle Glieder der Gleichung auf eine Seite zu bringen, und die 
Summe der reellen Groͤſſen So zu fegen; alsdenn ift bie übrig: 
bleibende Gleichung mit / — zr theilbar, und eben dieſelbe, 
welche man findet, wenn man die Summe der reellen Griffen 
Do ſetzet. Es fen, zum Beyſpiel, »—2, fo ift 
yt VC yy) 
a axy E, V (1 — xx) E En ER, 
oder i 
V/ (x —yy) 2xx — r -A- 2x -C- xx) 
Ee = gv — o. ^ 
Setzt man nun — o bie Summe der reellen Griffen; fo ift 
V/(r— yy) + 2xx — 1 — 05 
unb bie obige Gleichung verwandelt fid) in 
28V 1) Cr —xx)—yV/ -r o, 
welche mit / — z dividirt, giebt 
2xy/(r —xx) — yo 
oder y= 2k (r— xx). 
Erhebt man nun diefe Gleichung, und bie Gleichung 
A Cry && — o, 
oder 
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oder vielmehr YC — yy) — r——2xx in das: Quadrat; ſo 
erhaͤlt man ein und eben daſſelbe Reſultat. 


$. 100. 


Auf eben dieſe Art kann man die Coſinus und Tangenten 
der Bogen finden, welche das mehrfache von einem andern ſind. 
Was dieſe letztern betrift; ſo integrirt man 

ndx dy 


| Pe re? 
wenn man z A. xx in bie Faktoren 
(ram, — rar cn 
unb z- yy in die Faktoren 
(r yV = = z) 
zerlegt und ſetzet A 
ndx ` ; Adx Bdx 
nne IIS pusieron c i 
Adx 4- Bdx — Axdx y/ — x + Bxdx y — x 


I-pxx 
oder adx — Adx + Bdx — Axdx y — x -+ Bxdx TS 


n 
und daraus findet man A=B=—. Daher 
2 


— 
— 


; n 
nds =+ n apha — dx 
rex = en 111 ` 
( = Wee d TE BES 
Mithin rs 


1 XY 1 
M 7 "2 (=) 
Eben fo findet man - 2 
dy : 2-yV—ı 
5 
27 E . a (= =) 
Endlich 
nin EE — log = ier 


—— Iy — 1 ö 
oder 
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oder (XM = (=) 
: E—xpy--r r—y/—1 
oder vielmehr 
(Fe Ge 
— ve — 
§. 101. 


Weil wir nun ſchon mit dieſer Materie beſchaͤftiget ſind, 
ſo wollen wir eine Methode lehren, die Sinus und Coſinus auf 
eine andere Art, als gewoͤhnlich geſchiehet, auszudruͤcken. Es 


ſey alſo 


ge 
La — 
C oy KG 0 
wodurch das Verhaͤltniß zwiſchen dem Bogen x und N Si⸗ 


nus ausgedruͤckt wird. Man fege 
V —yy) — yv/ — r — 25 fo hat man 


ober — = — dK 7. 
2 


davon das Integrale 
log. TRETEN In 
oder dog. z= — x V/ — r log.c +-log.C if. 
Endlich z CUT 
und wenn man ſtatt 2 ſeinen Werth ſetzet 
yv/C— 1) e = Ce r. 
Die beftändige Groͤſſe C kann man leicht beſtimmen, wenn man 
bedenkt, daß der Bogen und der Sinus zu gleicher Zeit ver⸗ 
ſchwinden muͤſſen. Denn dadurch erhaͤlt man 
— V. ne: 

Mithin yy — r—vu—W)=—e 1. 
Folglich Cr —yy) Sy — 1 +e Ser? 

1 e ek . u 4V—z 


erner os ees — 
$ yc ay/—re7 7! 2 


Weil 
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Weil nun neni: x; fo hat man mh detent 83 
Les N et aV no 
Pp) 7 dE C oa 
Seget man in das zweite Glied der Gleichung 
Va —w) =y ee 
Datt y den eben asia di Werth; ſo erhaͤlt man 


Vr — yy) = Cofin! x= 
gal 71 A b wem qt 


— 


Sin. x — 


mW Ig —I 


[4 
e nen a 


LE 
ti 


Wir kehren nun zu der Fiege lon der Different Die, 
chungen pee : 1 d 


$. 102. 


Wenn man die veränderliche Griffen in der vorgegebenen 
Differenzial⸗Gleichung noch nicht von einander abgefonbert 
hat; ſo muß man erſt verſuchen, die Gleichung, ſo wie fie ift, 
zu integriren. Denn es kann ſeyn, daß 


dd dB 
dy. dx 


wenn Adx +- Bdy — o, die vorgegebene Differenzial⸗Glei⸗ 
chung iſt. Findet dieſe Bedingung ſtatt, ſo integrirt man, wie 
oben $. 86. gezeigt worden ift. 
$. 103. ` va 
Es ift aber auch möglich, daß diefe Bedingung nicht ſtatt 
findet und die Gleichung doch einer Integrazion fähig ift: aber 
fie ift es nur alsdenn, wenn man ‘fie mit einem gewiſſen Faktor, 
der eine Funktion von x unb y. ift, multipligitet, Es fey P. 
pai Faktor. Sodenn muß a ac ue 
` APdx -+ BPdy =o 
ein vollſtaͤndiges Differenziale feyn, und mithin 
d(AP) d(EP) 


— 


dy dx 


DER 


ee 
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Es kommt alfo darauf an, für P die gehörige Funktion 
von x, y zu finden. Da aber dieſe Unterſuchung febr weitlaͤuf⸗ 
tig iſt; ſo werden wir uns blos auf den Fall einſchraͤnken, 
wenn P entweder nur eine Funktion von x, oder nur eine 
Funktion von y iſt. mat man den erften Fall an; fo finder 
man 


t ima 4 
woraus folgt | 


Man findet alſo P leicht, wenn = Ausdruck 
dA, dB 


eine Funktion oon x ift, und dieß muß nothwendig ſeyn, wenn 
P eine Funktion von ſeyn ſoll. 


rar 
Dadurch wird man in den Stand geſetzet, auf eine allge, 
meine Art jede Gleichung von dieſer Geſtalt 
Xytdy +- *r Sé x d — Dm. 
zu integriren, wo nemlich X, S E gewiſſe Funktionen von x, 
ſo wie g, r gewiffe willkuͤhrliche Exponenten bezeichnen. 
Man dividire dieſe Gleichung mit x unb y"; fe&e aber 


ye und gege? ‘fo erhält — 
yt- Ydy ya rd Fdx = o. 
Un diefe Gleichung integriren zu koͤnnen, fo multiplizire man 
dieſelbe mit P, welches nemlich eine Funktion von x ift, und 
man erhaͤlt 
Pf ru L FE d + FPdx — o. 

Da alfo P eine Funktion von x ift; fo if auch FP eine 
eo von x, und fF Pdx findet man leicht vermittelt der 


oben 
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oben gegebenen Regeln. Es kommt alſo nur noch darauf an, 
daß erwieſen werde, es ſey : 
Eug rdy + FPya= "dx 
ein vollſtaͤndiges Differenziale, unb dazu wird erfodert, daß 
aC Py") dcFPy1~**~*) 


de dy 
dP T | 
oder WET 704 FP, 
x 


dP 
woraus folgt == (J- dx; 
mithin log. P —f(q—r-- 1)Fdx.log.e 
unb pe: is. 
Dieſen Werth von P in die Gleichung 
Pya "dy —- etc. 
geſetzt und integrirt, giebt 


gi r i 
ef (4—» 37 Fix ＋ dxc/(a7* 717 Fide 4 C— o. 


gqoronet d : : 

Ich habe bei ber Integrazion ber Gleichung, wodurch P 
beſtimmt worden iſt, keine beſtaͤndige Groͤſſe hinzugeſetzt, weil 
keine Bedingung vorhanden iſt, aus welcher man ſie beſtimmen 


koͤnnte, und man alfo berechtiget ift, dieſelbe Do zu ſetzen. 


$. 105. 
Zum Beiſpiel, man ſoll ; * 
aydx 
dy- —— +- (bx? + ex +-f)dx = ò 

x 
integriren. Multiplizirt man mit dem Faktor P; fo findet 
man 
ayPdx 


| Pdy + = + rie? ＋ e dx | 
Es muß alfo feyu 
(= 
ap x ) aP 
ad -—; 
dx dy * 


Mit⸗ 
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71. TO d 
Mithin = == ep 
* E 2 x 
und Jg. P — alog. x 


oder P. Die obige Gleichung verwandelt ſich alſo in 
x*dy + axi yde «p br 7 dec + ex d 4» fx^'dx — o, 
deren Integrale Í 


Lie wi ! ern? EL 
1 -- pa ECT 
Ce E a42 a+r 
ift. 
§. 106. 


Die vorige allgemeine Gleichung, welche integrirt morz 
den, koͤmmt oͤfters vor, und die Methode, deren wir uns bei 
dieſer Integrazion bedienet haben, laͤßt ſich auf mehrere derglei⸗ 
chen Faͤlle anwenden. Sind die beide Gleichungen 

dx ++ ady + (Fx + cy) Tat == 0 
und Kix A a dy ＋ bx + cy) Tdt — o 
gegeben, wo T eine gewiſſe Funktion von z ift; fo findet man 
das Integrale dieſer beiden Gleichungen durch die vorhergehende 
Methode auf folgende Art. 

Man multiplizire eine derſelben, zum Beiſpiel, die erſte, 
mit einem unbeſtimmten, aber beſtaͤndigen Coeffisienten g und 
addire ſie zu der zweiten. Die Summe beider Gleichungen 
multiplizire man mit dem Faktor P, welcher eine Funktion von 
z ift; fo erhaͤlt man 

GA. AP) dx + Gap 4-0 P)ay 
+ [GEP DD + (geP , o. 
Weil nun diefe Gleichung ein bh vt rm 
ſeyn fol; fo hat man 
d(gP KPH 
: dt A 
AIP + P PD + (geP Ae y)T] 
wes 


— 
SE 


II. 
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" d(gaP + aP) SS 
; dt TY, 
dl + b'P) + (geP + e Poy) T] 
EEE TEE A dy : 
d(gP-4-kP) d(gaP +- a P) 
JI —————-— — ——————Á 
dy dx 


Da nun P ganz allein eine Funktion oon 7 iſt; ſo verwandelt 
ſich die letzte Gleichung in Null. Aus den beiden erſten Glei⸗ 
chungen findet man aber ; 


dP 
QOL = aa b)PT 


dP gh +b 
oder — = ———_ Tat 
p £k ; 
dP 
and (gaa) — Ge Ec 
dP e 
oder — — RT iS Tat. 
P ga + 4 
get ge te gh--b 
Mithin 2 Tt = . Tdi, 
gaya e er 
‘gt a} c DS 
ober Doro , 
gaa gk 


eine Gleichung vom zweiten Grade, woraus man alfo für g 
zwei Werthe findet. 

eft nun g bekannt, fo findet man leicht P, weil man aus 
der Gleichung 


dP b b 
— RT Tdt 
P gt k 
5 
findet hog. P tcd Tat 
gc EI Tin 
ober Pze!” 


Weil 
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Weil angenommen worden iſt, daß 
CgP + kP)dx + (ga + a 'P)dy 

+ [(gbP + P P)x + (geb + c Py] Tut = o 

ein vollſtaͤndiges Differenziale ſeyn, fo iſt auch 
(gP +-kP)dx + (gaP + a P)dy — o 

ein vollftändiges Differenziale, wenn man r als eine beſtaͤndige 
Gröffe betrachtet. Daher ift das Integrale 

CEP bis -+(gaP + a P)y -A- C — o. 
Bezeichnet man mit g den erſten Werth, den man für dieſe 
Greffe aus der obigen Gleichung vom zweiten Grad findet, mit 
den zweiten Werth derſelben, endlich mit P ven Werth von 
P, wenn Z ftatt £ geſetzet wird; ſo erhält man dieſe Gleichung 

‚(gP + AP Xx + (gap rap »--C — 
wo C eine beftändige Gröffe anzeigt. Aus dieſen beiden Glei⸗ 
chungen laſſen ſich die Griffen x und y in Funktionen von / und 
hinwiederum t in Funktionen von x und beſtimmen. Das 
durch bahnet man ſich den Weg, die obige Gleichung zu inte⸗ 
griren. 

$- 107. 

Wenn die vorgegebene Differenzial⸗Gleichung nicht unter 
die Faͤlle, welche wir bisher betrachtet haben, gebbret; fo muß 
man verſuchen, ob man die veraͤuderliche Griffen nicht von eine 
ander abſondern koͤnne. Oefters gehoͤret hiezu weiter nichts, 
als die Anwendung der gewoͤhnlichen Regeln der Algebra. In 
andern Fallen aber muß man zu Verwandlungen ſeine Zuflucht 
nehmen. Jedoch giebt es eine groſſe Menge ſolcher Gleichun⸗ 
gen, bei welchen eine ſchickliche Verwandlung, die man vor⸗ 
nehmen muß, die veraͤnderliche Groͤſſen von einander abzuſon⸗ 
dern, noch nicht bekannt iſt. : 


$. 108. 
In der Gleichung 
ax"dx +- bytx" dx = y*dyCe + fxh) 
fondert man die veraͤnderliche Grdffen leicht von einander ab, 
wenn man ſchreibt 
Ca ＋ U dx = y"dyle K. fx") 
und 


~ 


der Integralrechnung. 177 
ads c y'dy 
Gift (a.. byt) 
deren Integrazion von der Integrazion zweitheilichter Differenz 
zialien mit einer veraͤnderlichen Griffe abhaͤngt. 


und 


§. 109. 
Hat man aber 
gxdx == asctydy + 2abx y dy + ab,, 
fo ſiehet man wohl, daß man diefe Gleichung aud) fo 
gx — (et A. abx^y? ＋ byt)aydy 

ae Cac? Nang 
ſchreiben koͤnne. Mit geringer Aufmerkſamkeit wird man ſe⸗ 
hen, daß die Abſonderung moͤglich iſt, wenn man ſetzt 

. by? E 2 

mithin * ly? 
und xdx dz — bydy; 
véi ſubſtituirt, erhält man ` 

gaz. — ghydy = SEN"? 


gaz ; , 
und endlich iz = E ydy, welches leicht integrirt werden 


kann. 
$. 110. 


Man m in allen homogenen Gleichungen, wo ege ver 
aͤnderliche Griffen vorkommen, das heißt, in ſolchen, top. x 
und y in einem jeden Gliede, fie mögen fich nun beiſammen 
oder allein befinden, einerlei Ausmeſſung haben, die beide ver⸗ 
aͤnderliche Groͤſſen von einander abſondern. Denn es fey 

Adx E Bdy — o. 


eine homogene Gleichung. Man dividite mit einer Poteſtät 


von x, deren Exponent fo groß iſt, als die Anzahl der Aus⸗ 


meſſungen der Gleichung. Iſt dieß geſchehen / fo find in den 


Coeffizienten A, B nur noch Poteſtaͤten vor 2 und beſtaͤndige 


Groͤſſen vorhanden, und man witd die SCD Gleichung T 
durch 
Fix A- E dy =o 
Integral Rechn. M bezeich⸗ 
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bezeichnen koͤnnen, wo Fy F : Funktionen von I und beſtaͤndi⸗ 


xdy — ydx 
gen Griffen find, Weil nun di — } = ie ap WdP fo ift 
x? 
. ) * E Setzt man alfo . 
ud Zä 
fo hat man dx — — m po Werden bieje Werthe in 
22:4 1 
bie obige Gleichung geſetzt , fo erhält man 
Fydz Fdy 
e Bet + —+F dy — EE 
22 ps 


wo nunmehr F unb F : Funktionen von z und beſtaͤndigen Groͤſ⸗ 
ſen ſind. Aus dieſer Gleichung findet man aber 
dy Fdz 
y F =i A 22 ' 
wo alfo bie veranderliche Griffen, völlig. von einander — . 
dert ſind, weil auch in F, F keine andere a Grb(fe 
mehr, als z vorkommt. = 
Zum Beifpiel, man foll 
y3dx 4- y^xdy + bd — o 
integriren, Gate eine homogene Gleichung ift, in welcher die 
Anzahl der DEE? —3; man dividire mit ax? und 


con 
ider y y'dy 
d Dr 


Man ſetze iiair oder x == fo wird 
TÉ a] van 


PAU 
ek, 


＋ bdy= o 


\ t zdy Bie = ydz 


D H DEM 2 1 
Ster verwandelt fid) bie obige Gleichung in 
2’dy — yzdz + 2^dy -© bdy = o, 
woraus folgt 


“dy | 2dz 
w^ zb 


yu we deren 
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deren Integrale 
log.y — A log. Cosi + D me og. C, 


oder y = fait, 
oder wi == Ca bae 1 


ta 
FER 


E Lech? SS 

Es wuͤrde alfo fehe vortheilhaft ſeyn, wenn man alle 
Gleichungen homogen machen bunte, ` Dazu iſt aber keine 
allgemeine Methode vorhanden; ſondern man muß ſich der 
Verwandlungen bedienen. Diejenigen, von welchen man ſich 
einigen Nutzen verſprechen kann, beſtehen darin: eine der ver⸗ 


aͤnderlichen Groͤßen oder eine Funktion derſelben, oder auch eine 


Funktion zweyer veraͤnderlichen Groͤſſen einer Funktion einer 
neuen veraͤnderlichen Groͤſſe gleich zu ſetzen, welche auf eine 
Poteſtaͤt erhoben wird, deren Exponent unbeſtimmt iſt.  Diefe 
Exponenten beſtimmt man alsdenn durch die Bedingung, daß 
die verwandelte Gleichung homogen ſeyn ſoll. 

Wenn man z. B. die Fälle wollte kennen lernen, in wel⸗ 
chen die Gleichung abut 
ax" dx + by" xtdy +- cy dy = 0; 

(worunter man jebe Gleichung mit drey Gliedern verſtehen kann) 
homogen wird; fo fee man x und man erhält: , 
al "ha h—1432 = 6%. E -r cy*dy — o. 
Wenn nun dieſe Gleichung homogen ſeyn ſoll; fo mug 
DEE En, und = ni E 


mithin 
1--4--" 
m — und. 
n — Er M— T 
ſeyn. 


Wenn alfo die Exponenten k, gy n und z fo beſchaffen 


ſind, daß die letzte Bedingung ſtatt finden kann; ſo iſt die 
Gleichung homogen, und man kann die veraͤnderliche Griffer. 


von einander abſondern. 


da Von 


* 
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Von den Differenzial⸗Gleichungen der zweyten, 
dritten u. f. w. re 


* 


$ 121 12. 


Wel man bei der fernern Differenziazion der Differenzial⸗ 
Gleichungen ein beliebiges Differenziale als eine beſtaͤndige 
Groͤſſe annimmt; ſo dienet dieſer Umſtand in vielen Faͤllen die 
Integrazion zu erleichtern. Da es aber geſchiehet, daß bei 
der Differenziazion grade ein ſolches Differenziale als beſtaͤndig 
angenommen worden iſt, welches die Integrazion erſchweret; 
ſo muͤſſen wir damit anfangen, die Methode zu erklaͤren, wie 
man eine Differenzial-Gleichung, in welcher ein gewiſſes Dif- 
ferenziale als beſtaͤndige Groͤſſe betrachtet wird, in eine ſolche 
verwandeln könne, in welcher alle Differenzialien veraͤnderlich 
angenommen werden. Sft dieſe Verwandlung geſchehen, fo 
kann man ſodenn das tauglichſte Differenziale beſtaͤndig anneh⸗ 
men. Es ſey alſo 
Ad Bardy Cd + Dddy — on 
welches eine Differenzialgleichung zweier veränderlichen Griffen 
und von der zweiten Ordnung ift, in welcher dx beſtaͤndig anz 
genommen worden iſt. Man dividire diefe ER mit dx, 
fo erhaͤlt man 
ay? dy 
x 
welche mit der vorigen ganz Km it. So og nemlich 
dx beftändig angenommen wird; fo iſt 
d dy ddy 
: dx dx 
Soll aber dx veraͤnderlich ſeyn; fo bat man 
dy daddy — dyddx 
dx dx? 
Die obige Gleichung verwandelt ſich alſo in 
Cay? (== — —) 
... So 
\ dx dx? 
in welcher alle Differenzialien veraͤnderlich find. 


Adx +- Bdy +- 


e 
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Es ſey ferner eine Gleichung von der dritten Ordnung, 
wie 
4 Ade? -+ Bdx^dy + Cdy’dx 4- Ddy? -H Eixddy 
~+ Fady GAY — o 
gegeben, in welcher dx beſtaͤndig angenommen ift. 
Man dividire dieſelbe mit dx’, fo hat man : 
Cd. ..Ddy* Eddy Fdy ddy 
Be By ek de 
SNE E dr dx 
Gay 
BE dx? TB A 
welche man ae fo ſchreiben kann: et ae 
Se SE Dei 


Adx + Bay F =) 
dx 


le 


und in dieſer Gleichung find alle Differenzialien veraͤnderlich an⸗ 
genommen worden. 


Gs) zei, 
Es fen, zum Beyſpiel, i 
dx*di — cy? — adxddy +- ag 
gegeben, wo dx beſtändig ift. ^ Man ſiehet nicht gleich, wie 
man das Integrale dieſer Gleichung finden . Setzt man 
aber d veraͤnderlich und ſchreibt 


dy3 
dxdy — — == (adx s xdx) d (4) 
dx 


fo kann man in dieſer angezeigten Differenziazion dy beſtaͤndig 

annehmen, in welcher Vorausſetzung man one 
3 

€ ddx 


d 
dxdy — RE (adx -- Slap? yr 
dx ` 


oder dx? + Mk - P EZ Së dy? =o 
und davon ift das Integrale 
c, uix rad — ydy + Cdj = Gë 05 3 
"C " M 3 KE indem 
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indem man eine beſtaͤndige Groͤſſe von eben der Ordnung, wie 
das Integrale, hinzuſetzen muß. Dieſe Gleichung aufs neue 
integrirt, giebt a 


2 


ee y D 
en ti ey hie = 


GEILE 
Wenn dieſes Verfahren erlaubt feyn foll; fo muß gezeigt 

werden, daß der Ausdruck 

dx? — dy? == adxddy +- xdxddy 
in welchem dx beftändig angenommen worden, nicht verändert 
werde, wenn man dx und dy veraͤnderlich, und endlich dy bez 
ſtaͤndig, dx aber veraͤnderlich annimmt. Um dieſes zu unter⸗ 
ſuchen, bedenke man, daß zwiſchen y und x fects ein gewiſſes 
Verhaͤltniß ſtatt finden werde, und daß mithin frets dy — pdx 
ſey. Iſt nun dx eine beſtaͤndige Groͤſſe; fo wird ddy — dpdx 
und der obige Ausdruck verwandelt ſich in 

pdx? — pdx? — adpdx? + xdpdx* 
oder in 


d 
= U A 
Iſt dx eine veraͤnderliche Griffe, fo wird 
dy 3 
dxdy — zw = (å 4 oan E 


oder 
dx^dy — dy? = adxddy — adyddx -© advan — xdydds 
und da 
ddy == pddx -- dpdx 
fo wird 
(p dx adpdæ -4 xdpdx? 
oder , 2 


— DÉI = mee 
(p — p?) (d wa E 
wie vorhin. i 


Iſt dy beſtaͤndig, ſo wird 
dx?dy — dy? = — pum + SZ 
oder 
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oder ER 
x dx? addæ + xddx = 
das heißt j 
dx? — es Bio AE pe 
Pp P 
Endlich 


— 5 dp 

— p3 Lx * — 

ö QE: 
wie in den beiden vorigen Fällen. 
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Die Art, Differenzialien mehrerer beränderlichen Gröſſn 
zu integriren, welche wir §. 86. erklaͤret haben, laͤßt ſich auf 
Differenzialausdruͤcke von allen Ordnungen anwenden, wenn 
man die Differenzialien ddx , das, d*x, d^y u. f, w. als 
eben (o viele veraͤnderliche Griffen betrachtet. 

Wenn man alſo 
rd A- aH k- (a L 3 x ed 1 a 
wo dx beſtaͤndig angenommen wird, integriren ſoll; ſo inte⸗ 
grire man zuerſt fo, als wenn ddy allein veraͤnderlich ware, 
wodurch man erhält x?y?dy. Dieß differenziirt, giebt 
quy didi + 2x?ydy^ + ay ddy, së 
welches von dem vorgegebenen Differenzial abgezogen, 
? 2y?^xdx?^ E ax^ydxdy: 
zum Reſt laͤßt. Man integrire dieſen Ausdruck ſo, als wenn 
nur y veraͤnderlich ware, und man erhält , 
x? y^dx. i t^ 
Ich differenziire dieſes Wiegel, und ziehe fin u Dir 
ax^ydydx 4- N , 
von dem vorigen Reſt ab, und da nichts übrig bleibt; 3 fo folgt, 
daß das Integrale des gegebenen Differenzialausdrucks ift 
xy dy E x^y^dx A Cdx 
weil man eine beftandige Griffe von eben der Ordnung, wie 
das Se hinzuſetzen mig. 


: 1306 AD ; 9a i T $. 116, 


is We" Ada ua 


KK. - Anfangsgrunde 
§. 116. 


Auf eben dieſe Art integrirt man auch Differenzialglei⸗ 
chungen, wenn ſie nemlich in der vorgegebenen Geſtalt einer 
Integrazion faͤhig ſind, welches man daraus ſehen kann, wenn 
der letzte Reſt, wie eben gezeigt worden, Null iſt. 

Iſt dieſer Reſt nicht Null; ſo darf man daraus doch noch 
nicht ſchließen, daß die vorgegebene Differenzialgleichung keiner 
Integrazion fähig fey. Da man nemlich die zwei Glieder einer 
Gleichung mit einer Groͤſſe multipliziren oder dividiren kann, 
ſo kann es einen Faktor geben, welcher, in die Gleichung mul⸗ 
tiplizirt, dieſelbe einer Jntegrazion fähig macht. 

Die allgemeine Beſchaffenheit dieſes Factors zu finden, 
ift eine Unterſuchung, deren Weitlaͤuftigkeit unſerer Abſicht nicht 
entſpricht. Wir begnuͤgen uns die Methode, deren man ſich 
bei dieſer Unterſuchung bedienen muß, bei einem Falle zu erklaͤ⸗ 
ren, welcher bei phyſiſch⸗mathematiſchen Aufgaben oͤfters vor- 
kommen kann. Die Rede iſt nemlich von Gleichungen dieſer 
Art: 

ddy +- adydx , bydx? ＋ Xdx? — o 
ober ; 
By 4- addydx 4 bdydx? 4- cydx3 4- Xdx? — o, 
oder algemein 
d'y -4- ad" 7 Tydy bd E.. . mydx" + Xdx"—o 
wo dr eine beftändige Gröſſe, fo wie a,b,c u. ſ. w. beftändige 
Coeffizienten, X aber eine Function von x bezeichnet. 

Gleichungen dieſer Art werden durch die Multiplicazion 
eines Factors, welcher eine Function von x ift, einer Integra⸗ 

gion fähig, und dieſen Factor findet man folgendergeſtalt: 

Es ſey die Gleichung i] 

ddy . adydx +- bydx? A. Xdx? — o. 
gegeben; man zerlege das Glied adydx in die beide andere 

Kdydx uud (a— K)dydx ; 
fo erhält man die neue Gleichung | 
da ＋ Kiydx + (a — Had + bydx? 4- Xdx? — o, 
wo K eine beſtaͤndige, aber noch unbekannte Groͤſſe bezeichnet. 
Nun ſetzt man, daß dieſe Gleichung einer Integrazion fähig 
; ; . werde, 
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werde, wenn man fie mit einem Faktor Ps ber eine Funktion 
von x ift, multipliziret. Die Gleichung i 


Pddy+ PKdydx +[PCa— K)4y+ plydx T viele So 


muß alſo, v vermoͤge der Vorausſetzung, ein vollſtaͤndiges Diffe⸗ 
renziale ſeyn, und daher werden folgende Gleichungen ſtatt 
finden. "m 
1 dP ^ d(PKdx) 
WA dd . 22 
dP SKS (a — K)dy -- Phydx -- PXdx] 
s LT 
i ax D ‘ ddy ; 
i ‚d(PKdx) dt + Phyds + PXàs] 
ES dy 
Aus der erften Gleichung findet man nichts, weil P und K keine 
Funktionen von y und dy find. Aus der zweyten findet man 
bei der nemlichen Vorausſetzung 


dP 
= Pla—K) 
dx 
und aus ber dritten 
Kd 
— D 
dx 


i dP 
Sucht man aus biefen Gleichungen bie Werthe von ES > fe hat 


matt > ; 
SE 

erſtlich = (a— Kx. Em. 

d alsdann ap bda i ; 


Dieſe beide Werthe einander gleich geſetzet, giebt Vena 
KK «aK 43.0; 

man findet mithin K aus einer Gleichung vom zweiten Grade 

und erhält für daſſelbe zwei Werthe, welche wir mit m und m 

cian wollen. Es y e 


I E 
ap 


P 


— 
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dP 7 Bac 
— = —— und folglich 
ps m 


bx . 

; log. P. — SC mithin P = em 
Die obige Gleichung : 
; Pddy +- u. f. w. 


verwandelt fich alfo in 
: aita eg iet m. 
-ddye ^ 4. bydx^e t IE mdydxe m 
bx bx 
+ Ca— m)dydxem -y Xdx?em — o. 


Se: LIZ: 


Dieſe Gleichung integrirt man folgendergeftält. 
die 


Zuerſt 


ſucht man das Integrale des Gliedes ddye™ , in der Voraus⸗ 
ſetzung, daß ddy allein eine veraͤnderliche Gröffe fey, und erz 
bx 


Hält ae n. Man differengiive dieſes Integrale und ſubtra⸗ 
hire das Reſultat von der obigen Gleichung; ſo erhaͤlt man 


b —— 
& A — — 21 m 
m 
bx bx 
+ bydx?e™ + Xdx?e "^ — o. 
Aus der Gleichung 7 


KK — aK ＋L —0 
ober m — am E= oO 
MR 
findet man m - 4E — —0, 
; m 
b 
oder Ce ee IN 
2 m 
Mithin iſt . - ) 
bx br bx 


mdydxe™ , bydxte™ -p Xdx'em — o 


die 
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die Gären e deren aegre man nod) ju fter k BW Man 


integrite das Glied mdydxe™ " fo, als wenn nur y eine en 
derliche Gröffe wäre, und man erhält 
fe 
l mydxe m 
zum zweiten Gliede des Integrals. Dieß E Ss und das 
Differenziale von bem erften Reſt abgezogen, bleibt 


bx 

Xie" m 
deſſen Integrale wir allgemein durch 
b 
` dxf. Heen 


bezeichnen und leicht gefunden werden kann, weil nur eine very 
aͤnderliche Groͤſſe vorkommt. 


Das vollſtaͤndige Integrale iſt alſo 
de ad " 
dien 4 mydxe™ f- dxf. Eisen — C 
oder | 
— bx bx — bx 
dy 4- mydx -4- dxe m f. Nuxe n Cem 
Weil aber keine Urfache vorhanden iſt, warum man eher den 


Werth m, als den Werth m von K gebrauchen ſollte, ſo er⸗ 
haͤlt man 3 dieſe Gleichung 


— bx bx Sje * 
dy + mydx -- dxem [Xixem — Cem 
und daraus endlich | 
| ch be K be TA EE a laid - Lu 
zs ; cen Cen Lp em ™ Dec" em mt f'Xdxe R 


mn — m 
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a88 . Anfangsgründe 
A, CIR, : $ 
Ware eine Differenzialgleichung von der dritten Ordnung 
gegeben: ſo verfaͤhrt man auf die nemliche Art. 
Eine ſolche fey z. B. 
dën +- addydx S bdydx? -+ E + Xdx? So; 
Sa ſchreibe fie auf dieſe M: 
dën + Kddydx 4- TM K)ddydx + K'dydx? 
GE (K )dydx? + cydx? +. Xdx3 — o. 
wo K, K wiederum beſtaͤndige, aber noch unbekannte Groͤ⸗ 
fen bedeuten. Wenn man annimmt, daß diefe Gleichung ei 
ner Integrazion faͤhig werde, wenn man ſie mit einem Factor 
P, welcher eine Funktion von x ift, enen b. i. wenn 
man ſetzt, die Gleichung i 
Pay + PKdiydx- PCa— Kyddydx E PK nde? 
＋ DGK Dad 4- Peydx3 4. PNA — o, 
fey einer Integrazion fähig; fo gebe man derſelben diefe 
Form 
Pay 4- PKddydx 4- [PCa — K)ddy + PKM 
| 4 [PC K Mdydx + Peyda? + PXdx? ]dx — o. 
Dadurch würde man ſechs Gleichungen erhalten, welche aber 
wegen den beſtaͤndigen Größen K und K , unb weil P eine 
Function von x ift, auf bre) reduziret werden fónnen, 
Aus der letzten Gleichung wuͤrde man drey Werthe für K, 
und drey fuͤr K und erhalten, und dadurch bekaͤme man drey 
Gleichungen, in welchen y, x, dy, dx und ddy vorkom⸗ 
men. Schaft man alſo ddy und dy aus dieſen Gleichungen 


weg; ſo ſindet man den Werth von y in x und beſtaͤndigen 
Größen ausgedruckt. ; 
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Und hieraus erhellet alſo, wie man mit Differenzials ; 
gleichungen höherer Ordnungen zu verfahren habe. 


Eben dieſer Methode kann man ſich auch noch bedienen, 
wenn eine groͤſſere Anzahl veraͤnderlicher Groͤſſen vorhanden 
iſt, wovon jedoch keine auf eine Dignitaͤt, die den erſten 
Grad uͤberſteigt, erhoben iſt, und welche weder in einander, 
noch in eines der Differenzialien dieſer veraͤnderlichen Groͤſſen, 
auſſer in das beſtaͤndige Differenziale, multiplizirt ſeyn 
duͤrfen. im 


Wenn, zum. Beiſpiel, die beide Gleichungen 
by + bddz -4- cdydx H edzdx -H fydx? +- Sa 


hn ONE 0. 
und : D ; r , í 
addy 4- b ddz E c dydx te dzdx + gës? + gzdx* 
al X'dx? ZIP 


gegeben find, fo mug man damit anfangen, die erfte Gleichung 
mit einem beftandigen, aber noch unbekannten „Coeffizienten 
zu multipliziren und zu der zweiten zu addiren. In der Glei⸗ 
chung, welche man durch dieſe Operazion erhaͤlt, zerlegt man 
die Glieder, in welchen dy und dz vorkommen, in zwey Theile, 
wie wir eben gezeigt haben, und multiplizirt die Gleichung 
mit einem Factor, der eine Function von x ift. 
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Wenn in einer Differenzialgleichung, worin zwey ver⸗ 
aͤnderliche Griffen vorkommen ſollten, die eine derſelben fehlet, 
ſo kann man die Differenzialgleichung in eine Gleichung der 
naͤchſt niedern Ordnung verwandeln, wenn man das erſte 
Differenziale einer der veraͤnderlichen Griffen, dem Differen⸗ 
zial der andern, multiplizirt mit einer neuen veraͤnderlichen 
Groͤſſe, gleich ſetzet. 

Man 


r9o Anfangsgründe der Integralrechnung. 
Man ſoll, zum Beiſpiel, 
ée . 
rl A) = We Dis 
integriren, wo d? beftändig angenommen worden ift und die 
Ee, x fehlet; fo feke man 
dy == pdx 
und man erhaͤlt mithin " 
| ddy = dydx ` 


ar 
dp d 
RSV V Cre pp) = (ay +b) 
oder dpy/Cr + pp) Cent d. 


Das zweite Glied kann man algebraiſch, und das erſte theils 
algebraiſch, theils durch Logarithmen integriren, 


fe 


Druckfehler. 
d°U : x 
Seite 28. €. 12. ftatt Pa H. 1 I4 2. 1 4. A. 
5 ; 
leſe man —— 3 = u. u— 1. 14. 1 . 1 — A. — gx" 76 
d 
Seite 39. Linie 1 att MP: MT fefe man MP: PT. 
er ST (Cofin.odo Y^ do 
Seite 44. Linie 2, ſtatt — Sin. pd ee leſe 
| (ebe. 
men Sin. dg we 
Cotan, ede, Cotang. odo 
Seite 50. Linie 16. ftatt ——— — — leſe man d 


- ‘ 24c 
Seite 65, Linie x2. ſtatt = (=) lefe man 
d A 4 


a 6 2ac 
E ) 
2 4 


DH e 
S. 69. L. 7. fatt oh? — ghy/ G cl — — 
2 e 


ce 
kee fefe mne av ( ZE | 
1 ae 
Seite 78. Linie 15, ſtatt daß ift, (efe man das ift, 
Seite 105. Linie 24. ftatt des kleinſten Widerſtandes, lefe man 


der kleinſten Widerſtandslinie. 
Seite 154. Linie 4, ſtatt nach $, lefe man nach §, 10. 


- 


rcs Nei 


B IT. 


* 
* 
* * 


qu RN Y" 


T TEN 


TET 


RA 


